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许多 物理 问题 可 通过 不 同 途径 归结 为 不 同形 式 的 数学 BB, 
它们 或 是 表现 为 偏向 分 方程 的 边 值 问题 ， 或 是 表现 为 区 域 上 的 变 
分 问题 , 或 是 归结 为 边界 上 的 积分 方程 。 这 些 不 同 的 数学 形式 在 
理论 上 是 等 价 的 ， 但 在 实践 氮 并 不 等 效 ， 它 们 分 别 导 致 有 限 差分 
法 `\ 有 限 元 方法 和 边界 元 方法 等 不 同 的 数值 计算 方法 ， 

边界 元 方法 是 在 经 雌 的 边界 积分 方程 法 的 基础 上 虐 取 了 夺 限 
元 骂 敬 化 技术 I 秃 发 展 起 来 的 一 种 篇 微分 方程 的 数值 解法 。 它 把 微 
分 方程 的 边 值 问题 归 化 为 边界 上 的 积分 方程 然后 利用 各 种 离散 化 
技术 求解 . 对 做 分 方程 作 边界 妇 化 的 思想 早 在 上 世纪 就 已 出 现 ， 
但 将 边界 归 化 应 用 于 数值 计算 并 为 此 目的 深 人 研究 边界 归 化 理论 
则 是 从 本 世纪 60 年 代 才 开始 的 ， 随 着 电子 计算 机 的 广泛 应 用 ,也 
使 得 有 限 元 方法 血 堵 地 发 展 、 人 们 将 有 限 元 技术 与 经 典 和 的 边界 归 
化 理论 相 结 合 ， 为 边界 称 分 方程 法 在 工程 技术 和 科学 计算 中 的 应 
用 打开 了 新 局 面 。 于 是 到 70 年 代 后 期 ,边界 积分 方程 法 开始 被 称 
为 边界 元 方法 ， 并 被 许多 数学 家 和 工程 师 看 作 继 有 限 元 方法 之 后 
出 现 的 一 种 新 的 、 重 要 的 数值 i 计算 方法 。 大 量 的 理论 和 应 用 研究 
TEZKE HA, C. A. Brebbia, G. C. Hsiao, W L. 
Wendland, J. C. Nedelec 以 及 我 思 的 汉 康 , 杜 庆 华 等 人 对 这 一 方 
法 的 发 展 与 推广 都 作 了 大 量 的 工作 。 边 界 元 方法 已 被 广泛 应 用 于 
弹性 力学 . 断 发 力学 、 流 体力 学 、 电磁 场 和 热传导 等 领域 的 科学 研 
究 和 工程 技术 的 数值 i| 算 . 

按 秀 元 方法 的 主要 优点 是 将 所 处 理 问 题 的 空间 维 数 降低 一 
维 ， 它 只 须 对 边界 进行 单元 剖 分 ， 具 要 求 出 边界 节点 上 的 解 函数 
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止 就 可 计算 区 域内 任意 点 的 解 函 数值 。， 这 对 于 无 界 区 琶 上 的 问题 
特别 有 意义 。 边界 元 方法 也 有 其 局 限 性 。 由 于 数学 分 析 的 复杂 
性 , 边界 元 方法 对 变 系 数 , 非 线性 问题 的 应 用 受到 了 配制 。 在 数值 
计算 方面 ,也 由 于 得 到 的 刚度 矩阵 的 非 稀 醇 性 而 增加 了 一 些 困 难 ， 
但 尽管 如 此 ， 用 边界 元 方法 计算 许多 工程 问题 的 成 功 仍 引起 人 们 
对 这 一 方法 的 充分 重视 。 十 余年 来 边界 无 方法 的 研究 和 应 用 不 断 
取得 新 的 成 了 彬 ， 每 年 都 有 大 晤 文献 出 版 ， 这 一 方法 与 有 限 元 法 的 
结合 也 为 进一步 开拓 其 应 用 范围 提供 了 可 能 ， 

边界 归 化 有 得 多 途径 。 我 们 可 以 从 同一 边 值 问 题 得 到 许多 不 
同 的 边界 积分 方程 。 这 些 积分 方程 可 能 是 非 奇 并 的 ， 可 能 是 弱 奇 
异 的 ,可 能 是 Cauchy 型 奇异 的 ,也 可 能 是 强 奇 异 的 ， 这 些 差 晃 是 
汰 边界 归 化 途径 不 同 而 产生 和 的， 不 同 的 边界 归 化 途径 可 能 导致 不 
同 的 溉 界 元 方法 。 国 际 流行 的 边界 元 方法 通常 被 分 为 间接 法 与 直 
接 法 两 大 类 。 间 接 法 从 基本 解 及 位 势 理 论 出 发 得 到 Fredholm 积 
分 方程 ， 它 引信 了 新 变量 。 直接 法 则 从 Green 公式 及 基本 解 出 
发 ， 并 不 引信 新 变量 。 这 两 区 边界 归 化 得 到 的 边界 积分 方程 通常 
HARE RASS ESA ANE, 

本 书 介 绍 的 自然 边界 元 方法 则 不 同 。 它 是 由 Green 函数 和 
Green 公式 出 发 ， 将 徽 分 方程 边 值 问 题 归 化 为 边界 上 强 奇异 积分 
方程 (或 称 为 超 奇 异 积分 方 穆 )》， 然 后 化 成 相应 的 变 分 形式 在 边界 
上 离散 化 求解 的 一 种 数值 计算 方法 。 由 于 自然 边界 归 化 保持 能 量 
不 变 , 原 边 值 问题 的 许多 有 用 的 人 性质， 例如 双 线 性 型 的 对 称 性 、 强 
制 性 等 均 被 保持 ， 从 而 自然 积分 方程 的 解 的 在 在 唯一 性 及 稳定 性 
等 结果 也 就 随 之 而 得 。 这 一 优点 也 保证 了 自然 边界 元 方法 与 经 典 
有 限 元 方法 能 自然 而 直接 好 耦合。 这 正 是 自然 边界 元 与 有 限 元 耦 
合法 与 其 它 类 型 的 耦合 法 相 比 所 具有 的 最 根本 的 优越 性 ， 与 一 般 
边界 妇 化 得 到 的 边界 积分 方程 也 下 决 于 归 化 途径 及 所 选择 的 基本 
解 不 同 , 自 然 积 分 方程 是 由 原 边 值 问 题 唯一 确定 的 , 它 准确 地 反映 
此 边 值 间 题 的 解 的 互补 的 微分 边 值 之 间 的 本 质 的 关系 ， 我 们 可 以 
通过 各 种 不 问 的 途径 ,例如 本 节 中 使 用 的 Green RE, Fourier 
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变换 或 Fourier 级 数 法 及 复 变 孙 数论 方法 等 来 推 求 自然 积分 方 
程 , 但 殊途同归 , 对 同一 边 值 问题 只 能 得 到 同一 个 自然 积分 方程 
氏 此 可 以 说 ， 自 然 边 界 归 化 在 各 种 边界 果 比 中 占有 有 特殊 的 地 位 并 
具有 许多 忧 越 性 。 至 于 积分 核 的 强 奇异 性 今天 已 不 成 为 国难 。 本 
章 给 出 了 求解 强 麻 异 积分 方程 及 计算 强 奇异 积分 的 一 毕 简 单 务 行 
的 数值 方法 。 通 过 分 部 积分 将 强 奇 异 积分 化 为 只 有 较 低 奇异 性 的 
积分 来 处 理 则 是 男 一 类 自然 而 适用 的 方法， 自然 积分 算 子 产生 光 
诊 性 降 阶 即 作为 正 数 阶 拟 微 分 算 子 的 特性 恰好 保证 了 积分 方程 的 
解 的 很 好 的 稳定 性 . 

人 数 慎 计算 的 角度 也 将 看 到 自然 边界 元 方法 的 许多 优点 ， 如 
刚度 先 阵 的 对 称 正 定性 ,近似 解 的 稳定 性 ,以 及 在 处 理 无 穷 色 域 及 
断裂 区 域 时 仍 保 持 理想 的 精度 ， 等 等 ， 特 别 是 对 于 圆周 边界 的 情 
况 ,自然 边界 元 刚 庶 和 矩阵 还 有 菜 种 循环 性 , 干 是 我 们 并 不 需要 计算 
全 部 矩阵 系数 ,而 只 要 计算 大 约 半 行 系数 就 可 以 了 ,这 样 ,与 一 般 
边界 元 方法 由 于 训 度 矩阵 系 激 计算 的 复杂 性 使 得 边界 元 降 维 的 优 
点 在 很 大 程度 上 被 抵消 不 同 ， 日 然 边界 元 方法 确实 使 计算 重大 为 
减少 

且 然 边界 元 方法 也 有 其 明显 的 局 忠 性 。 其 困难 主要 是 解析 上 
A. AW RE RRA, Green 函数 往往 难以 求 得 . 其 它 可 用 
以 求 得 自然 积分 方程 的 途径 也 有 同样 的 局 限 性 。 因 此 我 们 仅 对 少 
数 典 型 区 域 应 用 自然 边界 元 方法 ， 而 对 一 般 区 域 则 应 用 自然 边界 
元 与 有 限 元 耦合 法 。 其 实 ， 所 有 边界 元 方法 都 有 局 限 人 性 。 与 有 
限 元 方法 力 合 对 于 所 有 地界 元 方法 都 是 极其 重要 的 ， 从 这 个 观 所 
看 ,自然 边界 元 方法 的 优越 性 就 极为 明显 了 ,因为 唯 有 自然 边界 元 
与 有 限 元 的 耦合 是 基于 同一 变 分 原理 的 自然 而 直接 的 耦合 ， 这 种 
移 合 综合 了 自然 边界 元 方法 与 经 典 有 限 元 方法 的 优点 ， 既 克服 了 
自然 边界 元 方法 对 区 域 的 局 限 性 ， 又 种 经 典 有 限 元 方法 能 适 月 于 
无 界 区 域 及 裂 锋 区 域 。 正 如 汉 康 教授 所 指出 的 ， 边 界 元 方法 应 作 
为 有 限 元 方法 的 一 个 组 成 部 分 ， 完 全 适合 在 有 限 元 方法 的 框架 内 
发 展 ( 见 [72])。 这 正 是 我 们 研究 自然 边界 元 方法 的 出 发 点 。 
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本 章 将 首先 概述 通常 的 边界 归 化 方法 及 基于 这 些 边界 归 比 的 
边界 元 方法 ,以 重 使 读者 对 一 般 的 间接 法 和 直接 法 也 有 所 了 解 . 从 
第 3 节 起 即 转 人 本 书 主 题 ， 依 次 介绍 自然 边界 归 北 的 基本 BH, 
强 闸 异 积分 的 数值 计算 ， 自 然 边界 元 解 的 收 伍 性 及 误 次 合计 等 内 
容 。 


5 2， 边界 归 化 与 边 办 元 方法 


边界 元 方法 是 将 区 域内 的 微分 方程 边 值 问题 上 轨 化 到 过 究 上 然 
后 在 边界 上 访 散 化 求解 的 一 种 数值 计算 方法 ， 其 基础 在 于 边界 归 
化 ， 即 将 区 域内 的 微分 方程 边 值 问题 归 化 为 在 数学 上 等 价 的 边界 
上 的 积分 方程 ， 边 界 绍 化 的 途径 很 多 ， 可 以 从 间 一 边 值 问题 得 到 
许多 不 同 的 边 异 积分 方程 。 不 同 的 过 办 归 化 途径 可 能 导 笃 不 同 的 
边界 元 方法 。 下 面 我 们 简要 介绍 通常 采用 的 的 种 边界 归 化 方法 ， 
REHE Re PRIA IE. 


$2.1. 间接 边界 归 化 


闻 接 边界 归 化 夸 从 基本 解 及 位 势 理 沦 出 发 得 到 Fredholm W 
分 方程 。 这 是 经 典 的 边界 归 化 方法、 此 时 积分 方程 的 未 知 量 不 是 
原 问题 的 解 的 边 值 而 是 引 人 的 新 变 是 ， 因 此 这 种 归 化 设 称 为 间接 
归 化 。 今 以 二 维 调和 方程 边 值 问题 为 例 来 说 了 明之， 
考察 以 逐 女 光滑 的 简单 (无 自 交 点 ) 洲 曲线 了 为 边 守 的 平面 有 
FARR OCR 内 的 调和 方程 第 一 边 值 问题 
Au=0, OA, 
1 
L =, I (1) 
及 第 二 边 值 间 题 
As 一 0， 吕 内 ， 


On (2) 
lon E? LI 


Kd a r EINER. UR) CL GEHE 1 uf b Ed 


e 4 « 


题 (2J 在 满足 相 容 性 条 任 
| gd: = 0 
F 


时 ,在 差 一 个 任意 常数 的 意义 下 有 唯一 解 。 
类 似 地 考察 9 的 补 集 的 内 部 O 上 的 调和 方程 的 第 一 边 值 问 


(3) 


RÀ 
(^u m 0, Q'U, 
wm, TE 
及 第 二 边 值 问题 
Au =), 内 ， 
p ea dE. x 


边 信 间 题 (3) 及 (4) 的 解 的 唯一 性 依 整 于 #* 在 无 穿 远 的 性 态 、 即 必 
须 对 解 在 无 穷 远 处 的 性 态 作 一 定 的 限制 才能 保证 解 的 唯一 性 。 
为 了 建立 解 的 积分 表达 式 , 要 用 到 如 下 Green 公式 
| vAudsdx, = | v ~ ds — Jj Vu Vodxde, (5) 
及 由 此 推出 的 Green 第 二 公式 


Me 一 Ay dzd x, 一 | (v Lm u 2 as, (6) 
j PN On On 


Aa ie ic ic (x, £2), dx = dxidx,, 又 已 知 二 维 调 和 和 方程 的 
基本 解 为 
B= der, (7) 


其 中 一 jz 一 ?| 一 Vn) + ea — x5, y= Ony) A 
PMLA. BAM ERE 
—AE = 6(x — y), (8) 
这 里 OC ©) 为 二 维 Dirac-o BE Hog XT: 
0, 0, 
(x) 一 | ES 


co, x0, 


(f 8(xMx-1!. 


E 
它 是 一 个 广义 前 数 ,对 任意 连续 函数 o (x), HE 
|| eG) Gee — oC). 
R? 
(参见 41, 1751.) 
下 面 的 定理 给 出 了 上 述 边 值 问题 的 解 的 积分 表达 式 . 
EBL hw HOMO HIRAM, SLE 


On | Ou 
#lincrs 4lextrs pu CN. 
且 满 足 
Au — 0, GUL A, 
i l 
HEN sts) ~0 (ri), larad w(x)| = O( pr), 


(9) 
TE, Aye OVA’, t 
Lad 1 E — 
uly) x i; TOI Bn, In [x — yj 


= lone ln |x 一 yl so, (10) 


车 y ET, 出 
3 Whine + nCy) lerer} 
= 2 | itc os la lx — yl 
- [22] in [s — yl asco, (1) 
FH HUE ALG TEI OO 的 外 部 ， 即 由 指向 Q,inrE 
ext 了 分别 表 示 了 的 内 侧 及 外 侧 ， 


Ou) On: _ Ou 
On | On intl On exi" 


Iu] = ulis [m PIPEN. 


分 别 表示 SE 及 # 越 过 的 跃 度 . 


定理 的 证 明 可 见 [351 或 1499]。 
上 述 结果 是 对 光滑 边界 而 言 的 。 BART LAA Y Wl 
(10) 式 依然 成 并 ,而 (11) 式 左边 在 图 处 应 作 改 变 , 邵 代 之 以 


8 2x 一 日 
or uC yo) liner 十 = 
2x i 


u( yo) | ortr 
= ANO. la [x — yl 
n | 一 站 wo， (12) 


ip 6 DE y j& T 89— RA REO 内 的 夹 角 的 弧度 数 . 
BADE BOAR O ”内 的 调和 方程 边 值 同 题 ,可 以 从 (10 一 
12 ) 得 到 


On 
teu(y),  y€Q, 
-— je liars PEF, - (13) 
0, y EQ 
及 
= ERZO | exer 2 Inilz 一 ?| 一 | Iz 一 yl} ds(x) 
2xu(y), ye’, 
= [e — 9)uGD lezers y €T, (14) 
0, yEQ, 
下 面 讨 论 如 何 得 到 边界 积分 方程 ， 引 人 两 个 辅助 变量 
p = [u] = ula — "ner (15) 
R 
NM an 


' On | Ön kaer n lear * 


LS >» 


这 里 , 当 调 和 方程 的 后 ”被 解释 为 物理 学 中 静电 场 的 电位 分 布 时 ， 
?9 表示 在 了 两 侧 的 电位 的 跃 度 ,相当 于 在 工 内 侧 分 布 着 负电 荷 , 而 
在 了 外 侧 分 布 着 等 量 的 正 电 荷 从 而 形成 的 电 侦 极 子 的 电 在 了 上 的 
分 布 密度 ;9 WERT AWRA 2 BE PRTRU 20 RECO LEE TR RET ET 
上 分 布 的 电荷 密度 。 | 

在 # 连续 通过 了 的 情况 下 , 也 即 当 [G))- 一 0 时 ， 解 的 积分 
表达 式 (10) 变 成 


uly) 一 -i| q(s)in|z—ylds(), YER —— (17) 
这 一 表达 起 被 称 为 昔 层 位 势 ， 其 物理 意义 为 当 在 了 上 分 布 密度 为 
4 的 电荷 时 在 空间 产生 的 电势 场 . 


现在 利用 单 良 位 势 作 边界 归 化 。 MOAR O ARR ait 
问题 , 边 值 #|iatr 或 | exer AG ARR Hy, 若 解 # 可 用 单 层 位 势 
《17) 表 示 , 则 g) 应 为 如 下 第 一 类 Fredholm 积分 方程 之 解 : 


一 过 | gle) ln Jæ — y lds) — my), YET, (18) 
Ax T ` 


由 (18) 解 出 q(x) 后 再 代入 (17) 便 可 得 0 内 或 93 内 的 解 wx。 这 里 
需要 指出 的 是 ， 由 于 定理 1.1 对 x 在 无 穷 远 的 性 态 作 了 较 强 的 PR 
f. Sie bets 的 边 值 mw 也 有 了 某 种 阳 制 ， 于 是 并 非 所 有 的 解 函 
Me THRESH BADER. (LACE, Ae 不 能 用 单 层 位 势 
表示 , 则 必 可 表示 为 i 

wy — L| Olz yldse) +c, — (19) 


其 中 C 为 某 常 数 。 由 (19) 仍 得 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


-i| g(x)In|x — y|ds(x) = mly) — C, »€T. (20) 
2a JT 


EI(200 8E HS g(x) 后 肖 利用 (19) 即 得 解 函数 w。 
对 第 二 边 值 问题 ,假定 相 容 性 条 件 


| g(x)ds(x) = 0 
被 满足 。 有 如 下 定理 ， 


定理 1.2 若 # 满足 定理 1.1 的 假设 ,是 le) = 0, 则 对 y 了， 
有 
OwuCy) 


On ez 


— RET 0 
; 40) — zl. a) ge in le — yas), 


(21) 


949) 1.051 Daje 
oer 210 cu 099 ld 


(22) 
其 证 明 可 参见 [99]。 于 是 由 比 定理 ， 可 得 关于 第 二 边 值 外 问 
BAT LARS HE 


-二 ?GO) 一 二 | q(x) 3 - la |x — »ldi(x) = gy), (23) 


这 是 一 个 第 二 类 Fredholm i MM fost T 36 —3u ec pA, 
则 有 如 下 第 二 类 Fredholm 积分 方程 ， 


oer eG dd sec - 
La) ij aa) s ale yids m 66). Q6) 


解 出 Cy) VAL eh RIA eM RARO OSI BAR. u 
今 假设 E 在 边界 连续 , 即 | 24 | — o, 并 利用 辅助 变量 "一 
， 此 时 由 定理 1 Mni 


poseen p(x) T in [x —»|ds(x), yE QUQ'. (25) 


由 于 它 相 永 于 在 T 上 分 布 密度 为 € OR ENTE R 中 产生 
的 电场 ,被 称 为 双 层 位 势 。 
考虑 第 一 边 值 内 | [a] i, liar Hg, (E # 在 a 的 延 托 使 


[2] = 0, 于 是 w 有 双 层 位 势 表示 (25)。 可 由 定理 Li 的 (11) 
式 得 到 联系 9 和 m 的 方程 


E pty) 十 i| p = a. In [æ — y[ds(x) = miy). (26) 
2 2x 


这 是 了 上 的 第 二 类 Fredholm RODE. 出 (26) 解 出 p Cr) 后 即 
可 由 (25 ) 得 到 解 消 数 x。 对 于 第 一 边 值 外 问题 ,同样 可 得 


" 9 « 


i 


l 
m + 
2 ty) 2x 


| p Cx} EOT Ix — y|ds(x) = miy). 
r On, 
(27) 
这 也 是 TT 上 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 。 
ELAR, WTZ R 8' 内 的 调和 方程 的 边 值 间 题 ， 
有 如 下 结果 : 
1) 用 单 层 位 势 表示 
u(y) 一 一 二 | qg(x)In|x — yldsG@), y € R’, 
27 JT 
对 第 一 边 值 问题 即 Dirichlet 问题 ,得 含 log 型 弱 奇 异 核 的 第 一 类 
Fredholm #247 
一 上 | g(x)In |x — y|dsCxX) = wy), y €T. 
Am JF 
对 第 二 边 值 问题 即 Neumann 问题 , 得 含 Cauchy 型 奇异 核 的 第 
二 类 Fredholm 积分 方程 
x A qQ) 一 AN g(x) 5c In|x — y|ds(x) = gO), 


int 1 
ext I, 
上 式 堪 端 第 一 项 的 十 号 及 一 号 分 别 相应 于 内 问题 及 外 问题 。 

2) 用 双 层 位 势 表 示 

u(y) = -Ł | qx) 2 inje — y|ds(s), ye QUO’, 

27 JT On, 

对 第 一 边 值 问题 网 Dirichlet 问题 ， 得 含 Cauchy 型 奇异 核 的 第 
二 类 Fredholm 积分 方程 


£L l| pla) lale yd = mly), 


y€ 


ing I 
ext I, 


上 式 左 端 第 一 项 的 十 号 太一 号 分 别 相 应 于 内 问题 及 外 问题 ， 
上 述 边 界 归 化 方法 邮 样 可 应 用 于 三 维 问题 。 WTS KO 
或 2' 内 的 调和 方程 边 值 问题 ,有 类 似 的 结 坟 : 


. 19 * 


yE 


D 轩 单 层 位 势 表 未 
ee e. d(x), y € Rt, 
riley 


对 第 一 边 值 问题 即 Dirichlet 问题 ， 得 含 弱 奇异 核 的 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 


Af 09 = 
i| i pee mly), yer, 


wt — ib SAR Neumann 问题 ， 得 含 Cauchy 型 奇异 核 的 第 
二 类 Fredholm 积分 方程 


10) + ij «0 2-2 aco = eo. 


int P 
£ ext Ir, 


上 式 左 端 第 一 项 的 十 号 及 一 号 分 别 相应 于 内 问题 及 外 问题 . 
2) 用 双 层 位 势 表示 


«o --Li| i-r). TET 


28 — ii (ét fal RED Dirichlet 问题 ， 得 含 Cauchy 型 奇异 核 的 第 
ib Fredholm 积分 方程 


+ 二 PD 一生 |, ec 3-( 


1 è 
prae x) = wy), 
ye 
上 式 左 端 第 一 项 的 十 号 及 一 号 分 别 相 应 于 内 问题 及 外 问题 ， 

可 以 姥 出 ， 三 维 情况 与 二 维 情 帝 的 差别 仅 在 于 以 三 维 调 种 方 
程 的 某 本 解 


E(x, y) x: ra MEER 
代替 二 维 调和 方程 的 基本 解 
E(x, 一 
(x, y) 二 anes FT 
当然 ,在 Q 及 0' 为 三 维 区 域 时 ,其 边界 T 26 HE UST. 


e i = 


无 论 对 二 维 问题 还 是 对 三 维 间 题 ， 经 典 的 边界 秩 分 方程 法 常 
用 双 屋 位 势 表 示 Dirichlet 问题 的 解 而 用 单 层 位 势 形 示 Neumann 
问题 的 解 。 这样 导 敏 第 二 类 Fredholm 积分 方程 。 对 这 次 积 分 方 
程 途 今 已 有 大 量 研 究 政 成 熟 的 数值 解法 。 然 而 这 种 达 界 归 化 失去 
了 原 问题 的 生 伴 性 等 有 用 的 性质 ， 于 是 近 十 年 来 越 来 越 多 的 研究 . 
转向 利用 单 层 位 势 表示 Dirichlet 问题 的 和解 及 利用 双 层 位 势 表示 
Neumann 问题 的 解 从 而 得 到 含 弱 奇异 核 或 强 奇 异 核 的 第 一 类 积 
分 方程 的 归 化 方法 。 


$2.2 直接 边界 归 化 


直接 边 输 归 化 方法 则 是 从 基本 解 和 Green 公式 出 发 将 微分 
方程 边 值 问题 化 为 边界 上 的 积分 方程 。 工程 界 常 用 的 所 谓 “ 加 权 
余 量 法 "也 可 归 人 这 一 类 型 。 这 种 归 化 一 般 也 类 去 了 不 问题 的 自 
伴 性 等 性 质 ， 从 而 离 教化 后 得 到 的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩 备 一 
般 是 非 对 称 的 。 与 间接 法 不 同 的 直 ， 直 接 法 并 不 引入 新 的 变量 ， 
积分 方程 的 未 知 量 就 是 原 问 题 未 知 量 的 边 值 或 边界 上 的 法 向 导数 
值 。 由 于 这 一 方法 在 使 用 上 比较 方便 且 易 于 理解 ， 故 更 受 工程 界 
欢迎 ， 
[28 9 CL BEIC TÉ G8 S DTI ARS n 269 32: ET) AE DOR OQ 内 的 调 
和 方程 的 边 值 问 题 。 Green 第 二 公式 为 


|, (vAu — #Av)dr 一 KC [CER “ as. (28) 


Hg s ASR A. v 一 E(x.»)289 WURDS ERU A ZR, 
E(x) = — > lale — yl. 
由 于 
—AE = lr — y), 
其 中 8C +) 仍 为 二 维 Dirac-ó BARK, ch (28) BURR Rot RIA 
式 : 


12 ¢ 


— Be) ua. ya), yea, — Q9) 
On 
以 及 
-i| u(x) ln | x — y|ds(x) 
2x JF 


In [x — yl[ds(x), »€T, 


neu uam o d 出 
La 1| ma) 

(30) 
这 一 以 “m= SE) 为 未 知 量 的 & log 型 弱 奇 异 核 的 第 一 类 


Fredholm 积分 方程 正 是 对 调和 方程 的 Dirichlet 问题 归 化 得 到 
的 边界 积分 方程 。 而 对 Neumann 问题 , 4 已 知 ， 则 可 将 此 式 改 
写 为 以 为 变量 的 含 Cauchy 型 奇异 核 的 第 二 类 Fredholm 积 
分 方程 ; 


l Bft 二 
Fm | mule 2-(— la le yi de 


+ 


- -Èj «Gui», yer, GI) 


对 (29) 了 两边 求法 向 导数 可 得 


Gu ll Lea 
On A Se Ən ðn. 
9x) O0 a 
Bn Om, la |x yl} aste), yEQ, (32) 
Et At HE BR fi Te GE A RE, Ut 
Dirichlet 问题 得 如 下 含 Cauchy 型 奇 寞 以 的 第 二 类 Fredholm 
积分 方程 : 


Su eil «o = In [x — ylds(x) 


in |x — yi 


1 


^ 
^4 


Lu 
| 二 
r Qa ,0n, 


e i3 * 


Xy Neumann 问题 则 为 区 和 为 变量 的 含 强 奇 异 核 的 第 一 类 积分 方 
Ei 


L| «gt 


On,On, 


In jx — y|d:() 


—— ES i| len ey er. 
2 Jor JT On, 


(34) 

ELT iAH PERU ARE EC, y) 并 不 唯一 ， 例 如 EC, y) 加 

上 任意 一 个 调和 函数 仍 为 基本 解 ， 故 可 以 从 任意 一 个 基本 解 出 发 

实现 边界 归 化 ， 这 样 便 可 得 到 无 穷 多 个 不 同 的 边界 积分 方程 。 当 

然 , 我 们 希望 得 到 的 边界 积分 方程 能 较 好 地 保持 原 问 题 的 性 质 , 有 

尽 可 能 简单 的 形式 ， 并 易于 数值 求解 ， 上 自然 边界 归 化 方法 正 是 沼 
这 一 方向 进行 探索 获得 的 研究 成 果 。 


$23 按 界 积分 方程 的 数值 解法 
在 通过 边界 归 化 得 到 边界 上 的 积分 方程 后 ， 接 下 来 的 问题 使 
是 如 何 求解 之 。 下面 简要 介绍 两 种 最 常用 的 方法 
1. 配置 法 
首先 把 边界 剖 分 为 单元 ,在 二 维 情 况 目 取 寺 线段 或 弧度 单元 ， 
在 每 个 单元 上 根据 播 值 约 束 条 件 确 定 一 定数 目的 节点 ， 然 后 在 节 
点 上 配置 插值 ， 街 到 一 个 以 节点 处 有 关 茧 为 未 知 值 的 线性 代数 方 
A, DR BA NA PA RRE E EA MAU, 
例如 对 边界 积分 方程 
| KG, DIAE) — FG), VET, (35) 
设 {Lilx) heas 为 rT EHAA, 
qx) ~ > qiLi(x), 
j=]1 
a) 以 用 配置 甘 将 上 述 方 程 离散 化 为 如 下 线性 代数 方程 组 ; 
>, i K(x, y Lie ddse)| qi = fi 
jmi 


. 14 * 


7 一 1 ,2 ,，..-，,N， (36) 
在 求 得 边界 上 未 知 量 (x) 的 节点 值 9;, i 一 1,- NS, ROR 
人 解 的 积分 表达 式 的 离散 化 公式 ， 便 可 求 得 区 域内 任意 点 处 的 解 
bg 2 fH. 
配置 法 简单 易 行 ,计算 量 小 ,因此 常 被 工程 界 使 用 ， 但 对 它 不 
便于 进行 理论 分 析 ， 
2. Galerkin 方法 
AAD BSR SOIR. HAT AY Galerkin 7j 
法 即 有 限 元 方法 来 求解 。 由 于 关于 Galerkin HAMMAMERE 
差 估 计 已 有 成 熟 的 理论 ， 容 易 对 此 方法 进行 理论 分 析 。 不 过 在 使 
用 这 一 方法 时 求 线性 方程 组 的 每 个 系数 都 需要 在 边界 上 计算 二 重 
积分 ,所 以 一 般 说 来 要 花费 较 多 的 计算 时 间 , 以 致 于 解 线性 代数 方 
程 组 所 用 的 时 间 与 计算 矩阵 系数 的 时 间 相 比 都 显得 不 足 道 ， 当 然 
用 Galerkin 方法 求解 典型 域 上 自然 积分 方程 是 一 个 例外 ， 在 那 
里 只 需要 计算 很 少 部 分 系数 , 且 每 个 系数 的 计算 医 也 很 小 .参见 
本 章 $ 4 及 以 后 各 章 . ) 
考察 由 间接 边界 归 化 导出 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
=>) 9Gs)in|x—yldsle) m 4), EP, G7) 
令 


9G.) 7 — L| | ROLO OILE 
Aa JJ 


FREGISHFES AH 
pR «GO € H^7*(T), 使 得 


38 
loca, P) — {mpds, wre HEC), dud 
其 相应 的 离散 化 变 分 问题 为 
求 LAC € Si， 使 得 
39 
a = | wpds, Mp, € Sy, d 


其 中 SCHAT), PMA r LIRA RS RE SAY BB 
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性 函数 空间 。 设 { 式 5 和 -为 S RR A 
gala) 一 >) qLis(), 
jum 
俺 可 由 (39) 得 到 如 下 线性 代数 方程 组 


> QCL;, L534; = [. tS L;ds, (40) 


这 里 每 一 个 系数 OCL;, L) 是 一 个 二 重 积 分 。 由 于 积分 算 子 为 非 
局 部 算 子 ,系数 OCL,,L,) BARS, X Galerkin 边界 元 刚度 矩阵 
thE, 

此 外 ,六 家 允 CG. C. Hsiao) 和 W. L. Wendland 提出 了 
Galerkin 配置 法 ,在 兴趣 的 读者 可 参见 [86], 这 里 不 再 介绍 。 


$3. 目 然 边界 归 化 的 基本 思想 


EHE MAMA T CIERIETI PJER FR25 9685 322 RHEE, BI 
BRE SIE , DI EUR BE BD Fact AE. MORTE AR 
书 主 题 , 即 介绍 我 国学 者 首创 并 发 展 的 自然 边界 元 方法 .我 们 首先 
概述 糊 贺 型 微分 方程 边 值 问题 的 自然 边 罩 归 北 的 基本 思想 。 这 一 
思想 的 明确 提出 至今 不 过 十 余年 时 间 ， 但 最 早 注意 到 调和 方程 边 


信和 问题 可 以 归 化 为 SP 一 ov o 型 强 奇异 积分 方程 则 可 追 湖 到 了 
Hadamard (Hl [771). 正 是 由 于 这 一 原因 ,这 一 燃 比 Cauchy W 
TRA AUS SOS SPHERE ESI) Hadamard 型 积分 
HE, [Bk Bd SPREE EAE ARP 
进行 更 深入 的 研究 。 人 们 通常 着 跟 于 避免 强 奇异 性 ， 将 这 一 类 积 
分 方程 写成 其 游 形 式 6 c 122, KERORT 只 有 可 积 
奇异 性 。 G. Birkhoff 曾 在 一 个 注 记 中 写 道 : “这 就 是 月 E 而 
不 是 用 由 来 表示 双 线 性 型 的 原因 ， Friedrichs 曾 说 过 ,要 是 核 也 
是 正则 的 ， 一 个 按 由 表示 的 表达 式 将 导致 更 顺 当 地 定义 的 纯 变 分 
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问题 "《 见 [53]). 当然 很 可 异 , 这 桩 的 核 并 不 是 正则 的 ,和 是 圣人 柯 腊 
的 。 于 是 这 样 定义 的 变 分 问题 也 就 米 被 采用 。 直 至 70 年 代 中 期 ， 
RAS Ay MERA RRR 29 1E T OBESSE 4 
形式 ,并 从 数值 i| 齐 及 应 用 的 角度 开始 进行 研究 ,提出 了 自然 边界 
归 化 的 基本 思想 。 这 一 思想 最 旱 发 表 于 论文 [1] 中 , 当时 称 这 种 边 
异 归 化 为 正则 边界 妇 北 。 然 后 在 论文 [70] 及 [71] 中 这 一 思想 又 得 
到 了 和 较 详 尽 的 阐述 和 较 系 统 的 发 展 . 


$3.1 椭 固 边 信 问题 的 自然 边界 归 化 


设 口 为 以 逐 片 光滑 简单 闭 曲 面 T 为 边界 的 4# 维 有 界 区 域 ， 考 
XO L 2m 上 阶 正常 覃 圆 型 徽 分 算 子 
Au — A(x,0) — $, (—1)*0f(a, QO014), — (41) 


FEES . 
其 中 ap (x) € CCO) ARAR, x Catet) EQ, p, TH 
多 重 指 标 ，pP 一 (P,P)， IPR tees + Py, OF — 
gl? 
xh -xts 
WAS ART OP RRA: 
D(u,v)-— > | au 0t uO vda, (42) 


PREET idis 

设 半 为 了 上 单位 外 法 向 矢量 ,定义 如 下 微分 边 仁 算 子 ; 
7 一 《Yo7yii oT ua), Tit = (On) ilr， 
r—O.15°** "8 — 1. (43) 

通常 称 7 为 28 阶 微分 方程 的 Dirichlet 沼 分 边 值 算 子 ， 或 称 之 
Xj Dirichlet 迹 算 子 , 而 称 微分 方程 边 值 问题 

(^ —90, OW, 

Yu = m, TE 
为 Dirichlet 边 值 问题 ， 或 第 一 类 边 值 问题 。 由 微分 方程 的 基本 
理论 ( 见 [95 ]), 存 在 唯一 的 一 组 与 Dirichlet 边 值 算 子 相对 应 的 、 
并 与 之 互补 的 微分 边 值 算 子 
pe (5, Bis “"*s Ba-1)> jue Bx, atx), B)alrs 
o 17+ 


-, A:H(Q) — HQ). 


(44) 


一 01 1 一 1， (45) 
8 的 阶 为 2m 一 1 一 i, 使 得 如 下 Green 公式 对 所 有 w,v € C" (0) 
RM: 


m— 1 


D(u, v) = | vAudx + b | Ayes Y ds, (46) 
a Id 


8 被 称 为 Neumann 微分 边 值 算 子 ,或 Neumann WAT. Bie 是 
与 Dirichlet Wf v;« 互补 的 Neumann Wi. Green 公式 (467 
A CLE TCR Ea HE BIA s, vE HARY. 称 微分 方 
程 边 值 问 题 
[r =), OA, 
piem TE 
为 Neumann WARE, we BA lal 8l. 
考察 如 下 Sobolev 空间 及 其 迹 空 间 : 
V(Q) — H"(Q), VKO) = {n€ V(2)| mo} = HPC), 


m—1 


V2) — (ue VCO) 4,53, TC) = [] 58777305, 


并 将 线性 算 子 4, 7 ,8 ERE 

A; V(Q) HO) = Va)’, 

Y: V(Q) TCT), vi: V(0) > HT), 

8: V(Q) — TCrY, 

Bi: VQ) HOT) = He (ry, 

今 对 边 值 问题 44》 作 如 下 基本 假设 : 当 gQ€ T(T) 时 ， 
Dirichlet 边 值 问题 44) 在 VCO) 中 存在 唯一 解 ， 且 解 EV(Q) 
连续 依赖 于 给 定 边 值 we TCP), 

从 上 述 基 本 假设 出 发 ， 迹 算 子 v: 8Z4(2) 一 T(T) 是 一 个 同 
HEH YETE MF 

Y = P = (P,P, Pid: TT) Va), 

Pi: HCT) =V A). 
算 子 了 被 你 为 Poisson RODAT. CET EASRA RGA E 2M 
9 中 的 解 函数 ， 给 出 了 TO)’ (OMA. 于 是 积 算 子 
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(47) 


BP 定义 了 如 下 连续 线性 算 子 : 

SÉ = BP. TT)  T(TY, X = [2€ 41, 

H = GPa HEET) Hoi aT), 

| iQj9 0,1, m — t, 
算 子 A -—.X(A) 29H O0 上 微分 算 子 4 导出 的 了 上 的 自然 积 
分 算 子 。 由 于 算 子 ©; 至 少 降低 了 边 值 商 数 一 阶 光滑 性 ,因此 均 
为 强 奇异 积分 算 子 ， 以 后 将 看 到 ，.% 5 实际 上 是 边界 了 上 的 
2m 一 1 一 一 工 阶 的 微分 算 子 或 拟 微 分 算 子 ， HAFA R PHI 
定义 立即 得 到 有 目 然 边界 归 化 青 论 中 的 琴 个 基本 关系 


By Kru, Vue VO), (48) 
Bp 
giu m >> KO ji jw, i 0,1,--**,m — l, 
i=0 
及 
u= Pru,Wu€ VQ), (49) 
即 


m— i 
ut 2; PY in, 


它们 分 别称 为 0 中 微分 方程 Au 一 0 的 边 值 问题 的 自然 积分 方程 
及 Poisson 积分 公式 , 于 是 椭圆 型 微分 方程 或 方程 组 的 自然 积分 
方程 正 是 该 方程 或 方程 组 的 解 的 Neumann 边 值 通过 其 Dirichlet 
边 值 表示 的 一 组 积分 展 达 式 ， 而 其 Poisson 
或 方程 组 的 解 通 过 其 Dirichlet 边 值 表示 的 一 组 积分 表 
自然 积分 算 子 OF Sn rg prp Dec qM 
Alep) — (2€ bb), d, bE T(T), (50) 
jio, TOY STU) BESSER, 


me 


(3€ 6,4) 一 >| | bi Hi bids. 
ij=) -7 


下 面 给 出 的 二 个 定理 是 自然 边 珊 归 化 的 重要 性 质 、 也 是 其 区 
别 于 其 它 类 型 的 这 界 归 化 的 主要 特征 ， | 
i S 


定理 13 若 在 自然 边界 归 化 下 区 域 8 上 的 微分 算 子 A 化 为 
边界 T 上 的 自然 积分 算 子 OF N90 Si TC) CORA 
性 泛 痕 与 由 4 导出 的 原 间 题 的 双 线 性 泛 函 有 相同 的 值 , 即 

Diyu,vv) = D(u,v), YuE V {OJ p € V(Q), (51) 

HE. WHER &€ V (0), €V(OD, H Green 公式 (46) 即 得 


D(a,v) = |, vAudx + | purvyods 一 | pur Yvds, 


其 中 


m-—1 


| Sus vods == Ži B,uY vds, 
又 由 自然 积分 方程 (48), 便 有 l 
D(s, v) 一 | H Yus Yods — D(vu, Yv), 
123 
ik J(Q) RK 分别 为 区 域 9 上 及 边界 了 上 的 能 晶 泛 函 , 即 
Kv) = 7, Ow) — Gy), 


Kio Db.) — (s, 0). 


于 是 由 定理 1.3 可 直接 得 到 
推论 。 在 自然 边界 归 化 下 ,能量 泛 函 值 保持 不 变 , 即 
Cre) = J(v), Wee VCO), 
Sik A* 为 4 的 伴随 算 子 ,由 满足 


{ Án t pdx = | uA*vdx, Vu, vE V(O), 
2 a 


KH (A) AHA) 分 别 为 车 局 一 区 域 LEF Ak A 经 过 目 
然 边界 归 化 得 到 的 自然 积分 算 子 ，D” 为 关联 于 4* 的 双 线 性 型 ， 
D* 及 D* 分 别 为 关联 于 A (A) (A) RRM, Be 
证 


A*u= Ý (—D*6f(a,, (94H), 


tp BEIEM | 
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i. Wa 


D'(u,v)-— agp (x IO uOfvdx = D(v,.w). 


; | 
4 各 | 中 2| 二 本 77 


A* 为 正常 椭 贺 型 算 子 当 和 且 仅 当 4 为 正常 椭圆 型 算 子 。 由 定理 1.3 
可 进一步 得 到 ,在 自然 边界 妇 化 下 ， 4 的 只 伴 性 及 强制 性 等 重要 的 
基本 性 质 均 被 保持 。 
定理 工 .4 
1) XH (4*) 一 2€ (A)*, p*- p*; | 
2) 4 = ABI XCA = XCA); 
3) D(u,v) Ar V4CO)-EBUXRERVESR, 4AM DC 0) 为 
T{T)- 椭 圆 双 线性 型 ， 
iE. 1) HER 0, 0 € T(T), HRT Dirichlet 问题 (44) 的 
基本 假设 , 必 有 u,v EVKA), BA o Yu, pm Yv. FH 
定理 1.3, 
CACA Jd, p) 一 D¥(b,b) 一 Duv) — Dlou) 
= DCp,p) = C9€CA)o 6) = (ACA) O50) 
— D*(6,4), Vo, PETT). 
ATACA) = AA, D = Dt. 
2) x A* = A, WH 15 BBS 
ACA = KHA) HCA); 
BLZ GE H(A} = AXA), 则 对 任意 iv € V (2), 
D(u,v) = D(vru,Yv) — OK (Ara, Yv) 
= (H(A) Yo, Yu) — (9€ (A40 Tv, Yu) 
= Ô( Yv, Yu) — Dv ,u), 
于 是 es 一 os Ypi lgi Sm, 从 而 A 一 A 
3) Æ D(Qu,v) 29 V AO)- RR ARERR C > 0, 使 得 
D(v»,v) > Ciello V» €V ao. 
— $€ T(T), HF Dirichlet AG (44) 的 基本 假设 ， 有 
vE Vam, 使 得 p= re, HUE. 存在 常数 o> 0, 使 得 
Ile lre. < cy lirin 
Fe, HER 1.3, 


D(o,0) = D(v,v) 2 Clio = e llla, V6 € TU), 


其 中 £ > 0, 即 得 D 9,4) 为 TCT)- 椭 圆 。 


EDO.) TQO)-NOBL MEEA C > 0, 使 得 
D(o,0) = Colli. Voc TQ), 
则 对 性 意 y € V2), 
D(v,v) = D(vv,r») 2 Clvvlto. 
由 关于 Dirichlet 问题 《44) 的 基本 假设 , 夺 在 常数 M > 0, 使 得 
lorc s& MY vy, 
于 是 E 
D(v,v) > £ [olko We € V (0), 


其 中 I > 0, 即 得 D(u,v) $ V O)-MSBR, 证 毕 ， 


$3.2 Neumann 问题 的 等 价 变 分 问题 

考察 Neumann 问题 (47) 及 等 价 的 变 分 形式 

uE V(O), 182 
D(u,v) = (g,Yv), Wee VCO), 
使 (47) 或 (52) 有 解 的 充 要 条 件 是 上 必须 满足 如 下 相 容 性 条 件 : 
(g,7v) = 0, Vv € V x, (Q), 

其 中 V4e4(9) — (ve VQ) Les ea] 
由 上 小 节 可 知 , 应 用 自然 边界 妇 化 ,问题 (47) 可 以 归 化 为 边界 T 上 
的 如 下 自然 积分 方程 : 


(52) 


A p= £2, (53) 
Bl! | 


> AE pj = Bin im 0,1, ,m— I, 


它 有 相应 的 变 分 疹 式 
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ta- 7 


pR ee TCT), wie an 


Dob.) — Cesp), WHE TCE), 
其 相 容 性 条 件 可 表述 为 
(g,¢) — 0, VHETy*(T), 
其 中 
T«*(T) 一 {PE T(T)].2€* 9 = 0). 
于 是 定理 1.3 立即 导致 如 下 等 价 性 定理 
定理 1.5 若 关 于 边 值 问题 (44) 的 解 的 存在 唯一 性 的 基本 假 
设 成 立 , 则 边界 上 的 变 分 问题 54) 等 价 于 区 . 域 上 的 变 分 问题 (52 ) , 
也 就 是 说 ,若虫 为 变 分 问题 (54) 的 解 , 则 x 一 P o 为 变 分 问题 (52) 
的 解 ， 反 之 ， 若 # 为 变 分 问题 (52) 的 解 ， 则 由 一 Tu 为 变 分 问题 
(54) 的 解 ， 其 中 P 为 Poisson ROBT, Y 为 Dirichlet PS 
T. 
证 。 洁 中 为 变 分 问题 人 54) 的 解 , 即 pE TCT), A 
Dib,b) = (gb), Vb € T(T), 

WHF Dirichlet 边 值 问 题 (44) 的 解 的 基本 假设 ， 可 取 ”一 
Po, Eue VCO), Au = 0, B Yu ~ $$。 于 是 利用 定理 13,8 
D(u,v) = D(Yu,rv) = D(o,rv) = (g,vv), WoE V(Q), 
BUGS # 为 变 分 问题 (52) 的 解 。 反 之 , 若 # 为 变 分 问题 527) 的 解 , 即 

4«€V(OO, H 
D(u,v) — (2,70), Vv €V(O), 

WR p = ru, PETC), HER GETTIN), 由 关 于 边 值 问题 
《44) 的 解 的 基本 假设 ， 可 取 ， 一 Pb, EveV(O), 4v 一 了 0 且 
rv = >, TREN EB 1.3, 得 

DG.) = Cru, Yo) = D(u,v) = (2,70) = (5,0), 

Vo e T(T), 

BIG 由 为 变 分 问题 (54) 的 和 解 。 证 毕 。 

一 旦 求 出 (53) 或 (54) 的 解 中 一 Yu, Poisson 积分 公式 (49》 
便 给 出 原 边 值 间 题 (47) 的 解 。 而 Dirichlet 问题 的 解 则 可 由 
Poisson 积分 公式 直接 得 到 。 至 于 混合 边 值 问题 ， 即 在 一 部 分 边 
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界 上 给 定 Dirichlet 条 件 而 在 另 一 妆 分 边界 上 给 定 Neumann 条 
4, Ain r= nU, AT = D, Ær E: rem BA, 在 
Ib: Bx 一 8 已 知 , 则 可 设 
Tu = p + ps 
其 中 
ELT DE. 
0, D, E, 
o, TE, 
Yu. DL 上. 
于 是 由 自然 积分 方程 (53), 只 须 在 T, 上 求解 积分 方程 
Kp, mg — HB, 
即 可 。 解 得 qo 后 ， 便 可 由 re 一 mW + p 利用 Poisson 积分 公式 
求 得 原 混合 边 值 问题 的 角 PA 
自然 边界 归 化 也 可 用 于 区 域 8 的 其 一 子 区 域 。 设 对 Neumann 
问题 (47》, 8 被 分 割 成 9 及 8; ARS. SERRA T 为 边界 的 区 
域 9; 实施 自然 边界 归 化 《图 1.1)。 于 是 由 定理 1.3 得 
D(u,v) = Di(s,9) + Di(u,v) 
æ Di(u,v) + Dj(Y u,Y v), 
这 里 7 为 9; 上 函数 到 了 上 的 Dirichlet 迹 算 子 ,而 
D;(u,v) = >) »" a, (e) O*uO?vdz, i1 — 1,2, 


1 pl: 41m 


分 别 为 相应 于 2, 及 0; REM, H NH 89; 上 算 子 4 归 化 
到 上 的 自然 积分 算 子 ,而 
D, (Tu, v) — (H Yuro), 


Po 


n=] 
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设 X o, LARA D' 上 的 Neumann WHF, FRO 上 的 
Neumann 边 值 问题 (47) 等 价 于 ， 
Au 一 0, Q, A 


u= g, TE, (55) 
Sum K'Y a, r' JE 
其 等 价 的 变 分 形式 为 | 
ii u€ H*(0), 使 得 (56) 
Duv) + Ô (Yu, Tv) = (g,vv), We € H"(Q). 


这 样 我 们 只 须 解 子 区 域 Q0, bw si 55), ARR T IURE RJ 
TT 上 的 边界 条 件 外 ,又 附加 了 人 为 边界 "上 的 一 个 非 局 部 的 积分 
边 赛 条 件 。 变 分 形式 《56) 则 告诉 我 们 , 自然 边界 归 化 在 交界 线 六 
提供 了 和 用 然而 直接 的 耘 合 ， 有 限 元 技术 对 于 变 分 问题 456) 依 然 有 
效 , 这 正 是 自然 边界 元 与 大限 元 艳 合 法 的 基本 原理 ,在 本 书 第 六 章 
将 详细 介绍 这 一 看 合法 . 


$3.3 自然 积分 算 子 的 表达 式 


FRA Green 公式 及 Green 函数 写 出 自然 积分 算 子 的 表 
达 式 ， 今 设 4 为 带 实 常 系数 au, 的 自 伴 强 覃 圆 算 子 、 如 A* — 4, 
且 存 在 常数 a > 0, 使 得 
AXE) zm alEl**, VEER", 
其 中 
Aa D (apn t Er m 4 Etts, 


‘pla gim m 


于 是 由 Green 公式 (46) 可 得 Green 第 二 公式 
m-l 
| (Av * u — Au » vx = > NS 一 BjvY;u)ds(x), 


(57) 
iE G(z,x) ARF AAT XQ H Green 函数 , 即 满足 
AG(x,x ) = (x — x), ` 

dedi = i, (8) 
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虫 此 定义 易 得 

G(x, 2°) = G(x ,x), (59) 
RUG Green 函数 Gir, 2) 存在 ， 则 必 关 于 其 二 组 变量 + 及 x 对 
称 。 为 此 只 要 在 Green 第 二 公式 中 取 s = G(r, y), v = GO, 
z), 便 可 得 


| 166 — 966,» — Ce — Gx, 2) Idx = 0, 


ERI G(zx,y) = Gly,2), 下 面 为 了 应 用 方便 ,党 将 公式 657) 中 的 
积分 变量 模 为 x 而 将 * BE Green 学 数 中 的 参 痰 量 。 取 x 满足 
Au = 0, vr = G(x,2) 为 Green BR, WH Green 第 二 公式 
(57) al #3 | 

wa) — — 33 | GG, soris). se 0, — (60) 


Rrhv, R gi 表示 关于 变量 x 的 相应 的 Dirichlet 及 Neumann 
微分 边 值 算 子 ,公式 《50) 正 是 Poisson 积分 公式 的 表达 式 ， 其 积 
分 核 l 
Fitz, x^) -— —68;G(x, xs je0,1,---,m— i, 
| x€Q, x ET 
称 为 Poisson 核 。 再 以 微分 算 子 A 作用 于 (60) 两 边 , 于 是 在 边界 
了 附近 有 
pauls) = — D |, AG Gri Odi), 
x€Q, i—0,1,--,"n— 1, 
令 *& OBRAT, 可 得 | 
Ba) = — S3 (BEGG, rin aed’), 
zs€T,i-0O,,--,nm—1, (61) 
其 中 上 标 《 一 9) ARM TRAMER. BARRO HHO) 
得 到 积分 算 子 A a 的 表达 式 
< QT. m — | (8,8,G(x x )1 Yiulx’ Msx'), 
xET, (j—0,1,:--,5— 1, (62) 


Wa 


AUS 4 
Kale, 2°) — —18/86,/G(x, 30177, x, à €T, 
$,170,1,-:*,m—1 

称 为 自然 积分 核 ， | 

必须 注意 ， 积 分 核 UBIGO x10? 与 D5;G o s 2)? 一 般 
并 不 相等 ， 但 有 

00 EGG 109 = [BB Gx + Rakes x0, 
其 右 端 第 一 项 是 形式 地 在 T 上 求 值 , 而 第 二 项 Rite, x’) 可 能 为 
零 ， 也 可 能 是 以 F xr AR “AAR x 一 x*” 为 支 集 的 奇异 沙 
数 , 即 Dirac-5 函数 6Cx 一 r) 及 其 导数 的 线性 组 合 ， 这 恰好 相 
应 于 位 势 理 论 中 越过 边界 时 的 跳跃 公式 。 这 就 是 阅 ， 既 使 为 了 书 
写 简便 而 略 去 上 标 《 一 0)， 仍 应 将 (62? 中 的 6; 理解 为 从 了 内 侧 取 
极限 的 微分 边 值 算 子 ， 否 则 便 可 能 导致 错误 的 结果 。 在 后 面 几 章 
中 可 以 看 到 很 多 这 样 的 例子 。 此 外 ， 由 于 OCG 2m—i-i— 
121 MURR, 67-0, l, mi, KARAT 
Kix, x) HHBARRD Kh. 积分 RAR (62) 也 正 是 在 
Hadamard 有 限 部 分 积分 的 意义 下 才 成 立 ， 

若 原 微分 方程 右 端 非 零 , 即 

An = f, 

Sth fj #0, Alle Green 第 二 公式 《57) 可 得 Poisson 积分 公式 


u(x)-- 一 > [. £iGO x )Y nlx )dx' + , G(r, r flr dr. 


j 2D 
x€Q (63) 
EE HOS 02 9 j “s 
biu 一 >> re + | B,G(x x fx dx, 
PELIU 


r€Dl,1:1-0,1,--,m--l, . (64) 
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种 途 和 从 归 化 为 边界 上 的 积分 方程 。 这 些 积分 方程 往往 是 奇异 积分 
方程 。 它 们 可 能 是 弱 奇 异 的 ,可 能 是 Cauchy 型 奇异 的 ,也 可 能 是 
强 奇 异 或 称 超 奇异 的 。 由 于 强 奇异 积分 方程 曾 在 J. Hadamard 
的 著作 中 出 现 过 , 故 也 称 为 Hadamard 型 奇异 积分 方程 。 咀 是 因 
为 积分 核 的 强 奇 异性 带 来 了 理论 上 及 记 算 上 的 困难 、 过 去 很 少 有 
人 对 此 类 积分 方程 进行 深入 研究 。 在 边界 归 化 理论 及 边界 元 方法 
的 研究 中 , 数 十 年 来 人 们 的 注意 力 集中 于 经 典 的 第 二 类 Fredholm 
积分 方程 及 仅 含 弱 奇 蜡 核 即 可 积 和 奇异 核 的 第 一 类 Fredholm 积分 
方程 ,其 原因 之 一 也 在 于 避免 处 理 强 奇 异 积 分 ， 但 近 十 余年 来 , 强 
奇异 积分 方程 在 边界 归 化 理论 和 边界 元 方法 的 研究 中 已 占有 越 来 
越 重要 的 地 位 。 特 别 ， 由 自然 边界 归 化 得 到 的 自然 积分 方程 无 一 
例外 都 是 强 奇异 积分 方程 。 这 就 使 得 研究 强 奇异 积分 方程 的 数值 
解法 成 为 近年 来 受到 广泛 告 视 的 重要 课题 。 由 于 无 论 应 用 和 马 置 法 
还 是 应 用 Galerkin 法 ， 强 奇异 积分 方程 都 可 离散 化 为 线性 代数 
方程 组 ,而 求解 这 样 的 方程 组 通常 并 无 胃 难 ,于 是 问题 的 关键 便 在 
于 如 何 得 到 这 一 代数 方程 组 的 系数 ,也 就 是 说 ,必须 解决 强 奇 异 积 
分 的 数值 计算 问题 . | 

Hadamard 型 强 奇异 积分 比 Cauchy 型 奇异 积分 有 更 高 阶 的 
奇异 性 ， 按 经 典 微 积分 学 的 概念 ， 这 些 积 分 是 发 散 的 、 没 有 意义 
的 ， 当 然 也 无 法 用 经 典 的 数值 积分 公式 计算 出 其 具有 一 定 精度 的 
近似 值 。 即使 是 对 弱 奇 异 积分 行 之 有 效 的 一 些 数值 方法 ， 例 如 
Gauss 型 积分 法 及 在 奇 点 附近 细 分 积分 区 闻 的 方法 ， 对 强 奇异 积 
分 也 无 能 为 力 ， 事 实 上， 边界 尿 分 方程 中 出 现 钓 强 奇异 积分 是 在 
广义 函数 意义 下 定义 的 Hadamard 有 限 部 分 积分 。 这 是 经 典 
Riemann 积分 的 进一步 推广 。 为 了 近似 计算 这 样 的 积分 ,必须 发 
晨 相 应 的 数值 计算 方法 。 近 年 来 蕊 有 多 种 计算 这 类 积分 的 数值 方 
法 ， 这 些 方法 在 边界 元 计算 中 已 被 应 用 并 被 证 明 是 切实 可 行 的 ， 
FRE REPRE, 
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为 了 发 展 自然 边界 元 方法 ， 克 慑 积分 核 强 奇异 性 产生 的 困难 
以 洲 实 自然 积分 方程 的 数值 解法 ， 本 书 作 者 提出 了 积分 核 级 数 展 
开 法 ,并 在 论文 [116] 中 首先 应 用 了 此 方法 . 

由 本 书 的 后 几 章 可 知 , 当 2 为 圆 内 或 员外 区 域 时 ,二 维 调和 方 
程 . 重 调和 方程 、 平 面 弹性 方程 及 Stokes 方程 组 等 典型 方程 或 方 
RA ANO NUS 
这 些 积分 核 都 含有 且 仅 含有 — — 9 — 了 ERT SRA. 设 


4a sin? a= 


ARERR L9), i9 1,2, «5*, N, 则 只 须 计 算 


b zu 


和 9 
2 


) L6 )L,(0)48 dg 


- [p : -7 *Li(9), LG (65) 
4z sint 一 


BARNS, PRHA * www Fournier REN, C.) 为 
(LO) 所 属 函 数 空间 与 其 对 偶 空 间 之 问 的 对 偶 积 。 利用 广义 函 
数论 中 的 重要 公式 ( 见 [75]》 


ME CE. |ox 1 uec 
Lana $[2—1 D gi 


-= EON L cosz6， .(66) 


* aL P 


. 1 Ə 1 < ，， 
— ctg 一 一 一 . sign nye 
ud s cu E ) | 


DXX. ae: 
m > sin ag, | (67? 


» 29 > 


i 
Li, - -— l Mur eee Je) 


A ncosnt, (68) 
kig 


r= 


其 中 (66) 式 为 收 伍 的 _ Fourier 级 数 — LL snas (其 和 是 
一 个 工 一 [一 x, x] 上 的 连续 函数 ?的 广义 导数 ，(67) 式 可 由 《66) 
式 逐 项 微分 得 到 ，(〈68) 式 又 可 由 《67) 式 逐 项 徽 分 得 到 ,可 得 


qi — Sin p |^ cosn(8 — 8) L9) L.C9)48 46. 
9 -0 


求 和 号 下 的 每 一 项 积分 都 是 容易 准确 算出 的 。 例如 ， 当 LIO), 
pol, +++ NADRRELM RM, (LOCHT). it 
节点 在 了 上 均匀 分 布 , 经 计算 可 得 ( 见 本 书 第 二 章 $ 8) 


7 ape 3 
93 = L aia "x cos — 1 LANT, i j=l, N, 
T poi” N 
iR Ste 
ĝi T Bijeiie i 一 Lytt N, 
其 中 
2 LI 
sí IN l git 2 ci A k=0,1,---,N—1, 
m? =1 m N N 


(69) | 


这 显然 是 一 个 收 伊 级 数 ， 于 是 尽管 积分 核 有 有 强 奇 异性 ， 其 级 数 展 
并 形式 也 为 发 散 级 数 , 但 积分 (65) 却 确实 可 以 算出 ,其 值 是 一 个 收 
敏 级 数 的 和 ， 是 一 个 确定 的 实数 。 人 队 而 自然 边界 元 刚度 矩阵 可 利 
用 此 法 计算 得 到 。 例 如 对 单位 圆 内 调和 边 值 问题 ， 尖 采用 上 述 分 
Bx VE RE CR BRET s E AR a FETC USER PER IS HH dy, di ^*^» Ogi È 
成 的 循环 矩阵 


+ 30 * 


Q = Cai wxn 一 | c6 


= 《 (05,015 * E " Gy 212). 

今后 将 以 (Cn, tog 0 RAH 04 to 生成 的 循环 矩阵 。 E 
BARCO BA e, ona HOUR BIER, MUERA 
法 或 迭代 法 ， 也 可 用 快速 Fourier 变换 等 方法 求解 得 到 的 线性 代 
数 方程 组 ( 见 本 书 第 二 章 8), 

对 于 分 段 二 次 元 及 三 次 元 ， 也 可 得 到 刚度 矩阵 系 HE AE & 
级 数 表达 式 ， 但 对 分 段 常数 元 则 不 然 ， 得 到 的 系数 表达 式 当 
上 i 一 让 二 1 时 是 一 个 发 数 级 数 


a 


4 | ,从 n,. ; 
— >) — sin! 一 和 cos 一 t— j)2x 
T am) n N nS ) á 


从 而 刚度 矩阵 无 法 求 出 。 这 症 因 为 卷 积 算 子 
xH'(r)—H (TD) 


4x sin! — 
2 


为 1 阶 拟 微分 算 子 ,车 上 Li, LEHT), HENARE (6) Sx 
MRAP CHC PY 一 ACT), 从 而 必须 ;一 1 Ss, th 
Bis 1/2, 由 于 分 段 常数 基 函 数 不 属 于 HT), 对 个 积 (65) 无 
意义 , 故 比 单元 不 可 用 也 是 理所当然 的 。 

以 后 几 章 的 数值 计算 实践 表明 ,用 本 节 所 述 积分 核 级 数 展 开 


法 求解 合 一 一 5 一 7 型 核 的 强 奇异 积分 方程 是 切实 可 行 的 ， 


4ersin 


其 详情 见 本 书 以 后 几 章 的 有 关 各 节 。 
俱 分 核 级 数 展开 法 虽然 是 为 求解 自然 边界 归 化 得 到 的 强 奇异 
积分 方程 才 提 出 的 ,但 实际 上 ,这 一 方法 对 于 求解 Cauchy 型 或 弱 


a 3 e 


柯 异 型 积分 方程 间 样 有 效 ， 只 要 该 积分 方程 的 积分 核 有 适当 的 级 
数 展开 式 ， 例 如 计算 


ix 2x 1 
一 | f (- in 


其 中 L((39),:—1,-:,N, PHOT PRPESEPR TR. 这 里 的 积分 核 
是 弱 奇 异 的 ,该 积分 当然 可 以 利用 Gauss 积分 法 或 在 奇 点 处 细 分 
积分 区 间 的 方法 进行 计算 ， (HBSS SRE, WAT A 
积分 核 级 数 展 开 靶 ， 利 用 公式 466), 经 简单 演算 便 得 

jm SEI" P 1 cosn(8 — 9° LAO LO 46 


9 


2 sin 


9—8 
2 


D L,(6’) L,(@)d6' d9; 


i, j=l, N, (70) 
DAP ee 从 重用 很 少 的 计算 量 恒 可 得 高 精度 的 


28! 
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所 谓 奇 异 积 分 是 指 其 积分 核 属 于 这 样 的 函数 类 ， 它 使 得 该 积 
分 不 可 能 在 通常 的 Riemann 或 Lebesgue 意义 下 定义 ， d ad 


况 下 ,常见 的 奇异 积分 该 有 iog |e i, c 型 及 C 
型 等 类 型 。 带 log |: 一 :| 型 核 的 积分 为 绊 奇 异 积分 ， 这 一 积分 在 
广义 Riemann 积分 的 意义 下 仍 是 可 积 的 。 积分 
Xj Cauchy 型 奇异 积分 ， 这 二 积分 虽 在 广义 Riemanu WL F 
无 定义 ,但 可 定义 其 Cauchy 主 值 ， 例 如 , 当 称 
Be fe) E CX a,b) It, RIXT sE (2,20, Cauchy 七 值 积分 定义 为 
| dE aata = AD. a 2 Kp. Je}, 


v€t--5 sd s r=i $ ! 


(71) 
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ae uo y 型 核 的 积分 则 为 Hadamard 型 强 奇 异 积分 。 当 


区 域 为 半 平 面 时 ,自然 边界 归 化 导致 计算 直线 上 的 带 一 一 一 一 oes zy 


did 而 当 区 域 为 圆 域 时 ， 则 导致 计算 圆周 上 UD 
一 -~ — oy 核 的 强 奇异 积分 。 这 一 类 积分 无 论 在 广义 
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Riemann 积分 意义 下 ,还 是 在 Cauchy 主 值 积 分 意义 下 部 是 发 散 
的 ， VE, EEGUPUDRANSSGURIOHAAROAST XS 


数 意 义 下 理解 为 有 限 部 分 积分 ， 当 积 分 核 为 Cy RE Ar) € 


C'Qa,5b) Ib, 5€ (2,5), Hadamard 有 限 部 分 积分 定义 为 
tp. TE dí = lim "E AO a 


一 人 ary 4 《zy 一 sy 
d KB a MUN (72) 
rs ae p 


/9 一 1 时 有 — 
Í. p. | —l at = lim 而 l 


e (r— sy. coo Qo (1 sy 
b 
l 2 
+| —t—a—+ 
te (1— sY 3 
zo P l 4 EN! i 2 } 
- fi (+ -—-- + -十 一 de 
ee) 8 ray, a5 5 "i 


eden md 


对 于 一 般 的 EECa d), 有 Taylor EFA 
Ke) = K) H GIG s) + 之 Ps +a Cr— s}, 


其 中 0 过 5 过 1。 于 是 


EEO NNUS MES NN 
Ep Po s amit INL 


e 33 + 


+ f(s) p- v. | 


$ 
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1 dt 
一 了 


b 1 , i 
+) at O-O FOG O14, 


其 右 端 第 一 项 为 Hadamard 有 限 部 分 积分 ,第 二 项 简化 为 Cauchy 
主 值 积分 ， 第 三 项 则 进一步 简化 为 经 典 Riemann 积分 ， 其 被 积 
廊 数 已 不 含 奇 异性 。 于 是 在 一 定 意 义 下 也 可 以 说 ， 有 限 部 分 积分 
正 是 经 典 Riemann 积分 及 Cauchy 主 值 积分 的 推广 ， 而 经 典 
Riemann 积分 或 Cauchy 主 值 积分 则 是 有 限 部 分 积分 (72) 4 
KD — FG) — 0 9 £6) 一 0 时 的 特例 .今后 为 简单 起 见 , 也 常用 
通常 的 积分 号 表示 Cauchy 主 信 积 分 及 有 限 部 分 株 分 ， 即 略 去 记 
号 p. Y. BE f. p.， 因 为 这 样 并 不 会 引起 误解 。 由 于 有 限 部 分 积分 


E i NK 
D HMM ee 
P CER! $3 ey, 


及 Cauchy EERS 
b aa 
ZA > l dt = Ín B 


a pom. s—a 
便 得 
ix por dt = — (- L- + A) 165) 
I 


+ 4 1) i0 — FOG = 0e. (73) 
alt—s) 


其 右 端 最 后 一 项 可 以 利用 通常 Riemann 积分 的 数值 积分 公式 进 
行 计算 。 注 意 到 利用 分 部 积分 可 得 


f (2— x)f (dr = Ko) — 1) — FOU 5), 
《73) 式 也 可 写作 
É. p. | E22 dt ma 一 (-— + "LO 


[repr b~s s—@ 
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tin Pot) 


2 T- 5 f (1 — xy" (x) dxdt, 


E oKOo&CKa, b), 但 fG)e Ca, “INES, 5), Wi 
Hadamard 在 限 部 分 积分 的 定义 应 修改 为 ( 见 [69]) 

r Ko pe gu). p a 
tef, (1 — sy a sm 《一 了 T 8 

= * Ko) 

f dme +f Cy at 
一 SD + rG9yIng]. EC 
E 


当 f() € C'Co, b) RODU). MAA s ARAE RA 
时 ,《74) 则 化 为 
i a 

f. p. | TERES dt lim aM Ga dt 


= 人 一 7)inej， (75) 
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d.a PEE ee MT. e. 
pf. 《3 一 了 i = |... (1 一 了 


| -IGD + flst) ins}. (76) 
EEO) 及 £690 分 别 表示 当 + 一! 时 FG) 的 左 极限 及 右 极 限 . 
BIBIO- BIR 
f.p | ee eee | di -二 | 
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f. p. j eee E 全 
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— lim {Ing — In(s — a) — Ing} = — in(s — a), 
£12 


b L 
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+: — s t rte, i — 


= fim {ln (b— 5s) — ing + Ing} — In(é— :), 
sap 


可 得 对 一 般 的 FG) E CCa, 2D C'G*, b) 的 Hadamard PRM 
DRAW RAL 


ion | et Hi cue 2 DE f^) 
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TM uy UO = Kn FONG o4 
F |" Sa IG) = fl EG 91)4, 07) 
2f Tus s) 


其 右 端 最 后 二 项 巨 不 再 是 奇异 积分 。 BRB, 当 ft) = 167) 
BL f'G*) = FOT) 时 ,(77) 即 为 (73)。 

上 述 方法 利用 函数 KOH) Taylor 展开 ， 分 离 出 被 积 函数 
CEO Se 的 奇异 部 分 ,根据 定 义 计算 出 奇异 部 分 的 有 限 部 分 积分 
的 准确 值 ， 再 对 剩余 的 非 奇 蜡 积 分 应 用 通常 的 方法 求 值 。 这 是 一 
类 奇异 部 分 分 离 计算 法 ， 

上 述 定义 下 的 有 限 部 分 积分 显然 满足 如 下 一 些 通 常 的 运算 规 
则 : 


"KD £z 3 =, LIO 
232) (t— sy ME E asap" 
ip jJ. o ds | (78) 


e 36 * 


s CfQ) - fn 
al Gy dt EM zu dt, (79) 


R O E fée) 
tp f TE 23! ài 


+ED | mE didt. (80) 


f. p. P etos dt — i p. | SK) dt 


i sy 


ft) 
+| m dt, a<s<ie<sb, (81) 


等 等 ， 
有 限 部 分 积分 与 Cauchy 主 值 积 分 之 间 存 在 如 下 关系 。 
定理 16 Zi f€C'[s,5], sE (a,b), lj 
d ux dA san E DIO. uu 
p- 小 dt cp 小 at; (82) 
车 f HARO GRE fe C[a,d}, sé (a,b), Wi) 
f.p | $C). di — — FO — Ha) 


“Je (1— sy b—s: 5-4 


is "| LO ay. (83) 


证 。 由 Cauchy 主 值 积分 及 Hadamard 有 限 部 分 积分 的 定 
义 即 得 | 
dag. “| LO) u= 4 tim ll Hg 
ds a 了 一 上 ds >o Us. f—s 
* fo 
L. 4. at} 
— im i- ise), |n LO 
| B P G y 
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b 一 也 f—aà 


+ lim E £O. a+ S. £9. yh 


90 s ME 


b—s í—a s0 d —5$ 


pa 0 et 


e (#—s} b—s 
+ | 2. ds} 


wa EY 
m Ü as e +) an 
_ A PEU {#2= f(s—s) 
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证 毕 。 | 
MERLE, (83) 相当 于 直接 对 左 端 进行 分 部 积分 ,并 主动 
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rec eee 有 限 部 分 积分 又 
有 完全 不 同 于 通常 Riemann 积分 及 Cauchy 主 值 积分 的 人 性质， 
几乎 令 人 无 法 相 记 的 最 窒 特 的 现象 是 ， 即 使 被 积 函 数 在 积分 区 间 
AMEE RM), HARBORS A DA Re aCe). 
例如 前 面 已 得 到 


bef oy cx cave , 
i "SU l 
trj ul e p—s 
其 中 «sb. RATRONRRRRAMEE. RAA 
负数 。 这 一 奇特 吏 多 从 上 一 小 节 关 于 圆 局 上 的 Hadamard 型 强 
奇异 积分 的 计算 中 也 已 见 到 ， 例 如 当 {LK8)) XS T LO RRR 
be ee it, 


7 -J4- 


BS SI AR BE BK M MA roh 


Lolo LLL LK )LK(0)49 d 
zat) 


AN IE (ÉL, 

有 限 部 分 积分 与 通常 Rieman 积分 的 另 一 个 显著 的 差别 表 
现在 积分 变量 的 替换 上 ， 当 奇 帝 点 位 于 积分 上 少 或 下 限时 ， 即 使 
只 对 变量 作 简单 的 线性 替换 ,换算 公式 也 应 作 修 正 。 例 如 , 作 茜 换 
za (b=: t s, FFE oo m fisy +s], 则 根据 有 限 部 
分 积分 的 定义 可 得 - | 

fpf guia teed). SSE ye 


(x—s) bd" ite (x 一 了 


Ps Ko + FG) las] 


: — 5 i ) 
E Mar eg 


e 39 © 


min g C) Eo 
ET. x 一 (b -— 1)8 


= 


: t 4 
— A | ED a, + LO inj — ot, 
p Os 


b— f 
t.p. || LEL ds = tim Ü LE) ae + fG)in e] 
1 ero Uste x — es 


Sift OR ar eg di fG)Ine| 


£-Ü s 


一 lim t. Ho dt + (Ona + 有 一 了 


ð= 


=f. p | £CÓ ge + g(0)in 16 — sl, 


(^ f(x) EE LE (b— sets) 
fobs | a ee er ee eee 
P Jj (x—sy di BS ; P | g ps 


+ fG)nl5 — sl, 
tp. | LET Feb) d di 
+ f(s)ln [b — sl, Í 
与 通常 的 积分 变 蚌 奉 换 公式 相 比 ， 右 端 多 了 一 项 . — 
平移 ， 或 奇异 点 位 于 积分 区 间 内 部 , 则 并 无 附加 项 ， Tite REIS HS 
积分 变 最 替换 规则 。 
We 思想 也 ET 
展开 法 从 一 一 一 一 了 型 强 奇 异 核 推广 到 更 一 般 的 情况 。 例 


tæ sin? 


1,28 Sr 9H ZEE Kr, 6) 与 KG, 1) 有 相同 的 奇异 部 分 , 即 
K(s,7) = Ky 5,2) + Ki(1,1), 
其 中 KiG,10 29 SUR SI FEW TERR A Kast) DATI 
积分 则 可 用 积分 核 级 数 展开 法 得 到 准确 的 易于 计算 的 级 数 表 达 
MET 


| { KG, LC) Ls)aeds 
FJ 了 
~ l f, Ks,:)L;G) Li(s)deds 


e[ [ o LEG) deds, 
其 第 二 项 即 为 通常 的 Riemann 积分 。 
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对 于 Riemann 积分 ， 已 有 很 多 行 之 有 效 的 数值 计算 方法 ,其 
中 最 基本 的 一 类 方法 便 是 利用 Newton-Cotes 型 求 积 公式 ， 这 些 
公式 是 通过 对 被 积 函 数 FG 在 积分 区 间 la, 5] LESRS TR 
函数 插值 逼近 得 到 的 。 最 简单 也 最 常用 的 当然 是 通过 分 段 线 性 多 
项 式 还 近 得 到 的 梯形 公式 ， 以 及 通过 分 段 二 次 多 项 式 通 近 得 到 的 
Simpson 公式 。 这 一 逼近 思想 同样 可 用 于 推导 关于 有 和 限 部 分 积分 


ICa, b, s) = Ff. pi di (84) 


的 Newton-Cotes M HURRAA, AUI a amb. KEPET 
函数 F(t) 的 分 段 线性 逼近 ,以便 将 梯形 公式 推广 到 有 限 部 分 积分 
的 计算 . | 

将 区 间 La, bl IR am mo numb Xn 
FRA, i hee i. 为 子 区 闻 长 。 于 是 f(z) 可 以 被 其 
Lagrange 插值 函数 


"OL 2 (2) fC) (85) 
Bi. RBA 
rate — tis ti Sis, 
p:a) = li: (5a 8), fi IER 600,2, 27,5 — d, 


itl 
09， = 
. 41 a 


1 

oy) 一 {i a a lea 
0, 其 它 ， 
$us PEE, S t < Fas 
, RU. 
将 fb 代替 (84) 中 的 iG), 便 得 有 限 部 分 积分 
计算 公式 
= EE SO, 
LC(a,5,5) = f. »[ TENÉS di 


l 
$.,0) = I M 
0 
I(a,b,5) 的 近似 


-5 fi. p. |" Cy | fe) 


- > wils) GOD, | (86) 


in 


其 中 


wis) = f. p. ji nicr (87) 


为 Cotes 系数 。 将 6; C) 的 表达 式 代入 (87), 并 设 :不 是 插值 忆 
ASBU s x Fi; j= 0, l, "7% 5 Hs 便 可 得 


wis) = d PM rna spel ! 
h, 17785 i — { 
- [i-a [eas +1} 
hi | tems 5 一 
inch | EON E ln Mei], 
h, t;a — 5 hi | f — S$ 
i—1,2,---,5n5—1, (88) 
w(s)—— M i brc 1 4, (89) 
h, | i, — $ 了 £g 
ws) 一 l |n d. — 5 | + E N (90) 
ha $4) — $ | Eta 


此 外 ,在 (86) 中 取 e) = f,O) I 1 还 可 得 到 这 些 Cotes 系数 之 
和 满足 


O cep) (91) 
使 用 上 述 Cotes 系数 计算 有 限 部 分 积分 时 ， 有 如 下 误差 估 

it. 
定理 1.7 BE fe cla, b], ECT b, $) 为 利用 梯形 公式 
(86) 及 (88 一 90) 计 算得 到 的 强 奇异 积分 (Ca, d,s) 的 近似 信 。 设 
所 选用 的 剖 分 为 一 致 前 分 , 即 万 一 上 一 一 (8 一 5)， 且 奇异 点 : 


EME A, 


7(h,s) — min jou ea (92) 
WEEER N C, 使 得 | 
II (a, 5,5) — 1,(a,6,5)i s CY “Ch, s)h. , C93) 


其 证 明 见 [94]， 希 要 注意 的 是 ,尽管 FCO Woe Ree ee 
Mf.) 逼近 有 OW) PER Riemann 积分 的 梯形 公式 也 
有 OCF) 阶 精度 ,但 由 于 强 奇异 积分 核 的 作用 ,有 限 部 分 积分 Ka， 

b,s) FA f.(e,5,5) BERRA OCA) 阶 糖度 。 此 外 ,估计 式 493) 中 
的 Y(h, *) 表示 奇异 点 离 最 近 的 节点 的 距离 与 的 比值 。 由 
(93) 可见， 此 值 应 取得 尽 可 能 大 些 。594] 给 出 的 数值 例子 表明 ， 
应 选 节点 使 得 s 藩 在 一 个 子 区 闻 的 中 心 附近 ,否则 结果 便 不 理想 ， 
万 其 当 s:， 一 #1; 时 或 当 舍 人 误差 使 得 : 与 其 相 邻 节点 难以 显著 区 别 
时 ,此 方法 便 失 效 。 其 原因 在 于 所 使 用 的 Cotes 系数 的 计算 公开 
《88 一 90) 并 不 活用 于 5 — :的 情况 。 其 实 ，[94] 提 出 的 这 一 困难 
并 不 难 克 服 , :完全 可 以 取 帝 蚁 点 HHA, ASAD, 
此 时 将 影响 相应 于 : 点 及 其 左右 邻 节 点 的 Cotes 系数 的 计算 , A 
此 必须 根据 有 限 部 分 积分 的 定义 重新 推导 这 三 个 系数 的 计算 公 
3. 下 列 诸 式 分 别 为 当 s= Fiy BÈ Fis R tht wi OPERA l, 

… #4 一 1, 的 计算 公式 


a 43 * 


(— 7 nho ye = Cintas +1), sh, 


| hired; 
PEOR Hon +D- Scias rei, 4) 


1 
E CIB +1) + hy in ar $t in, 
Ssh, HE ru T eG 的 计算 公式 


a (In Ay + 15, sty 


ws) 一 l (95) 
B ln s= By 
Bm a Rt T eu 的 计算 公式 
E Inb,, $t, 
An 
seus) = (96) 


-~ z (inà, F1), =i 


利用 这 些 公 式 对 有 关 的 Cotes 系 泽 作 必要 的 修正 后 , 便 可 在 选 奇 
异 点 为 揪 值 节点 的 情况 下 使 用 上 述 近 似 求 积 公式 ， 但 这 样 做 的 结 
果 是 使 精度 有 所 降低 。 此 时 有 如 下 误差 估计 ， 

X388 假定 fe Cle, b], 1Co, 5,5) 为 利用 梯形 公式 
(86),(88 一 90) 及 (94 一 96) 计 算得 到 的 强 奇异 积分 abs) 的 近 
Qi, ATR OMS REB. 一 一 二 (5 一 4)， 奇异 
点 5 一 号 ea)5) 为 某 节 点 , 则 存在 正常 数 C, 使 得 

|I(a,b,s) —1,(a,b,s)| x Cl ln&la, (97) 

其 证 明 见 作 者 将 发 表 的 论文 to. 比较 误差 估计 (97) 与 (93) 可 
见 ,将 : 选 作 节点 不 如 将 * 选 作 子 区 癌 中 点 收敛 得 快 , 

TETUAN KEREN Cotes 系数 的 
计算 公式 并 得 到 如 下 误差 估计 。 

定理 .1.9 BE fela b], Palab) 为 利用 [94] 给 出 的 
相应 于 分 段 二 次 插值 的 Simpson ARHAR HA ARRA 
1Ca,6,s) 的 近似 值 . 设 所 选用 的 剖 分 为 一 致 剖 分 : a T mne 


e 44 >» 


by mb, hm Ab —a), &€(a b), Eu uim OS, uit 
58 
Ch, :) = min |s — rl / 5 > 0, 
PE 


则 存在 正常 数 C, 使 得 
(a b,5) — Talosb,5)| E CYA, (98) 
其 证 明 与 定理 1.7 的 证 明 类 似 , 见 1941]。 与 通常 Riemann R 
分 的 Simpson 公式 有 OCA) 阶 精度 祖 比 ， ES 
fik. 
.定理 17—1.9 BA, ERK FARR Newton-Cotes 
型 计算 公式 确实 可 以 用 来 数值 计算 有 限 部 分 积分 ， 但 下 于 积分 族 
Gee TELAT Ee, SOBEL Fibs Riemann 积分 的 相应 计 
BAAR. DOBUX REDE BORGO IZ RES RU c 
用 几何 分 级 节点 。 ROE RRR RAAT e Bt ORS, 
这 一 改进 焉 体现 了 近年 来 已 有 效 地 应 用 于 有 限 元 及 边界 元 计算 汐 
E 适应 网 格 的 思想 《例如 见 T10 一 13 ， 18， 19, 59, 51, 113, 114,. 

123—126].) | 
到 初始 网 格 为 一 致 或 拟 一 至 网 格 ; il max = «d. = 
b, HERRA AARP R ANA, Ase Gite 一 (一 
ls D, 0simn —l, 再 依次 取 几 何 分 级 节点 s—ol, s+ 
cl;s — dl, s + dli: 5— 605, s t o, BR, HHO c 


1, 例如 可 取 # 一 pi iA b> 0 则 是 指 将 各 子 区 间 均 不 断 细 


D. ALIGO 为 £62 在 上 述 部 分 下 的 分 段 线性 播 值 牙 数 。 则 有 
如 下 结果 ， 
定理 1.19 假定 feC[a,5], 1,,€4,6,5) 为 应 用 上 述 在 奇 
点 附近 取 人 比例 为 a€ 《0,1) 的 九 和 何 分 级 节点 的 相应 于 分 段 线 性 播 
值 的 梯形 公式 计算 得 到 的 强 厨 寞 栋 分 1Ca,b,5) 的 近似 值 , 则 存在 
正常 数 Ci 及 C. 使 得 
Ma, 6,3) — 1,4Ca,5,:)! S Ch + Cw, (99) 
MGR Be WR 2S -KRMAR am s nme m 


e 453. * 


tea, 7 b, FTA 5$ fua AT ASA Ct, ta) = Cs — Us 十 站 入 中 
A,Osisn—l, BAXHULRMAECDR: sol, s+ ol; 
s — dll, s + dli ---1s— ol, s-- a8, @S, Hho<c<l, 


例如 取 v 一 L, 各 子 区 闻 内 的 二 次 插值 节点 为 其 两 端点 及 中 点 ， 


所 谓 关 一 0 号 指 将 名 子 区 间 均 不 断 细 分 ， 于 是 又 有 如 下 结果 ， 

定理 1.11 假定 fe Cle,6], Tanlab) OMA LRH 
点 附近 取 比 例 为 e€(0,1) 的 几何 分 级 节点 的 相应 于 分 毁 二 次 播 
值 的 Simpson 公式 计算 得 到 的 强 奇异 积分 . I(a,5,5). 的 近似 值 ， 
则 存在 正常 数 C, 及 C3, 使 得 | 

[7(a,5,:5) 一 L,,4(2,5,:)] <= C,hÀ + Co, | > (100) 

定理 1.10 及 1.11 的 证 明 见 作者 将 发 表 的 论文 >%。 这 两 个 定 ， 
理 骨 明 , 近 似 积分 的 误差 包括 两 部 分 ; 当 * 较 小 时 ， 第 二 部 分 为 误 
差 的 主要 部 分 ,此 时 误差 随 增 大 而 呈 指 数 衰 减 , 于 是 第 一 部 分 很 
快 便 成 为 误差 的 主要 部 分 ， 其 阶 正 与 通常 Riemann 积分 的 梯形 
公式 或 Simpson 公式 的 误差 阶 相同 ， 将 (99) 及 (100) 分 别 与 (93) 
及 (98) 相 比较 ， 充 分 显示 了 在 奇 点 附近 取 几 何 分 级 节点 有 极 大 的 
优越 性 ， 而 将 (100) 与 (99) 相 比 ,也 可 见 用 Simpson. BARBS 
形 公式 可 大 大 提高 计算 精度 ， 

注 1。 由 于 通过 变量 替换 总 可 将 强 奇异 积分 (84) 化 为 标准 区 
ij [— 3, 1] 上 的 以 原点 e 为 奇 点 的 强 奇异 积分 及 一 个 通 第 
Riemann 积分 之 和 , 故 不 失 一 般 性 ,只 要 写 出 关于 强 奇 异 积 分 


I( —1,1,0) — f. p| fe dt | (i01) 
的 数值 求 积 公式 的 Cotes 系数 即 可 。 特 别 对 于 均匀 剖 分 
do, Shin orto RE E nme L ty Z be, | 
Kd nm, im alos ns Nm 2 为 节点 数 (注意 , 这 里 
i 一 0 并非 节 点 . )。 则 相应 的 梯形 公式 的 Cotes 系数 的 计算 公 
式 简化 为 | W- d 


. 48 


w, ™= w, ™ -nin 2, 


P 


w: = w; = nin -T P-2, 3,--:,n—i, 
wa m w, - nin =T — 1. 
n (102) 
易 见 
» w; 2 » w= — 2, 
此 时 积分 (107) 的 近似 信 为 
Iy( —1,1,0) = 5 wif(t;). (103) 


利用 公式 (102)， 可 以 很 容易 地 算出 相间 于 给 定 的 N = 27 的 梯形 
公式 的 Cotes RR, 
i2, 上 表 由 上 述 NN 节 点 均 句 网 格 出 发 , 在 奇 点 附近 依次 取 比 


例 为 o 一 > 的 几何 分 级 节点 , 则 元 得 


wx+ 区 一 1;1:0) x fy(—1,1,0) 


ereere 


yu — 16,1,0) zz Hg sa4-0(—1,1,0) 


pa 2*^!N In 2 E (sea) bug (= e) 


1 
i eyes 247 zx) Km EV (104) 
由 递 推 公式 (1047 立 即 可 得 Iy(—1, 1,0) 的 一 系列 修正 结果 , Hit 
算 显 然 十 分 简便 ， 


下 面 的 数值 例子 清楚 地 表明 了 在 奇 点 附近 取 帮 何 分 级 节点 的 
优越 性 。 这 里 仅 以 利用 梯形 公式 的 情况 为 例 进行 比较 。 为 便于 计 
算 误 差 , 选 择 一 个 容易 由 定义 算得 其 准确 值 的 简单 例子 。 


« 47 * 


P 


0,2,1) = E p. | G— Da, 
其 中 f Ce) =a p? — 0.8, 易 得 其 准确 值 为 1(0,2,1) — 1.6, l 
Rl 利用 经 典 梯形 公式 〈 奇 点 不 作为 节点 ) 


AK 4 | : : 16 32 
pos 3.30000 — | 5.02778 | 8.46275 15.32732 
误差 1.70000 | am | 6.86275 13.22732 
比例 0.49595 | 0.49948 | 0.49993 E 
i 


M. Ede Ep LER 2E 29 OCA 1) 阶 , 计 算 结果 完全 不 可 用 ， 
2 利用 P. Lins 的 梯形 公式 《 奇 点 不 作为 节点 ) 


UTE | 4 | 16 32 

计算 值 —0.32056 | 0.66027 | 1.13533 1.36896 

ii as 1.92056 0,943973 | 9.46467 0.23104 
oo —— a 

比例 | 2.04374 | 2.02234 | 2.01126 


从 上 表 易 见 误差 为 OCA) Er, SEA 1.7 的 结论 一 致 ， 
表 3 mE SAO — 


节点 数 it 17 | 33 
计算 值 一 0.01371 0.46712 0.86546 E 1.14739 
误差 1.61371 roa EA 1.13288 0.73454 O ona | 0.45261 
Hau ea aS Pree CLEMENS 
比例 1.42443 1.54230 | 1.62289 


从 上 表 可 见 误差 与 定理 1.8 的 估计 基本 一 致 


Ri 到 用 奇 点 附近 取 几 何 分 级 节点 的 修正 梯形 公式 ， 
从 8 节点 均 习 网 格 击 发 


10 12 14 


1.44906 1.57003 


0.66027 1.18013 


0.93973 9.41987 0.15994 0.02997 


2.23815 2.62519 5.33600 


ms 从 16 节点 均匀 网 格 出 发 


16 


18 


20 22 


计算 值 1.13533 


—— rr 


0.46467. | 0.20474 0.07478 0.00980 


1.39526 1.52522 1.59020 


2.26953 2.73798 7.63290 


从 上 面 二 表 可 见 误差 约旦 指数 衰减 , 与 定理 1.10 的 结论 基本 
=， 
本 小 节 介 绍 的 方法 适用 于 区 间 a,b) 上 的 强 奇异 积分 的 数值 
计算 。 类似 地 ,对 于 圆周 T = [0,221 上 的 强 奇 异 积分 
1 M 
f. p- 一 -一 \ fade 
|, ( ta int 25} 
2 
也 可 发 展 相应 的 数值 方法 并 获得 误差 估计 《了 苑 作者 将 发 表 的 论 


x). 至 二 有 限 部 分 积分 的 _Gauss 型 求 积 法 的 探索 性 工作 则 可 见 
[901, | | 
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$4.4 ”正则 化 方法 及 间接 计算 法 
边界 元 研究 中 处 理 强 奇 扯 积 分 的 另 一 种 常用 方法 便 是 通过 广 
义 函数 意义 下 的 分 部 积分 或 其 它 途径 将 这 一 积分 化 为 仅 有 较 低 奇 
异性 的 积分 ， 然 后 用 通常 的 数值 求 积 公式 计算 之 。 这 时 求 导 运 算 
往往 被 加 到 被 积 式 中 的 光滑 函数 上 ， 这 一 方法 被 称 为 奇异 积分 正 
则 化 方法 . 
例如 , 单位 圆 内 或 留 外 区 域 的 调和 方程 Neumann 边 值 问题 
在 自然 边界 归 化 下 导致 以 nO) 为 未 知 量 如 下 强 奇 异 积分 方程 ; 


| ES gg «ww =g), (105) 
x sin j 


4x sin? 一 


a a NT 
人 - j* 'ORS OS 


其 中 BRE [0,22] 上 关于 变量 8 的 卷 积 。 积 分 算 子 


1 
a * 
| 45r sin? z) 
2 


为 cll HS. Bow duin 


= UNS ENG kula) = .—— P (i ctg 2) * uu) 
4 日 dO \27 2 
Jt sin? 2 


l 8 ' 
= — ctg — x mlO 
m E 2 oC 35 


积分 方程 (105 ) 便 可 化 为 Cauchy 型 奇异 积分 方 各 
(" (4 eg 2 =) wayae m. 108) 


其 中 积分 算 子 (2 ctg f) vob 0 阶 拟 微 分 算 子 。 这 一 结果 也 可 
看 作 通过 分 部 积分 将 Hadamard 有 限 部 分 积分 化 戒 了 Cauchy 主 
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值 积分 ， 基 进一步 注意 到 


1. 8 , d (= | " 2|) ? 
5 ctg 2 PX C "pee sin ; x wd ) 


1 j * 8 E tt 
= (+ in |2 sin 2) My (8), 
则 方程 (106) 还 可 化 为 弱 奇 异 积分 方程 
NE jn |2 sin ^ - ura — g(8). (107) 
SHE (105) 相 比 , 积分 算 子 已 由 十 1 阶 拟 微分 算 子 被 正则 化 为 
一 上 阶 拟 微分 算 子 ,但 光滑 函数 (0) 也 同时 被 求 了 两 次 导数 。 为 


利用 Galerkin 边界 元 方法 求解 方程 (105), 写 出 其 相应 的 双 线 性 
型 yak 


tm (in / -là : 
DCm) S i [ U Eats) uO v,(8)48 46. 
(108) 
它 也 可 化 为 


D(u,v,)- fa ag |- z Bits cos (8 一 yi} 


SACOLA | — (105; 

《108) 中 的 强 奇异 积分 核 被 化 为 (109) 中 的 弱 奇 异 积分 核 。 可 以 应 

FA 8 4.1 介绍 的 积分 楼 级 数 展开 法 直接 从 C108) 出 发 求解 相应 的 呢 

散 变 分 问题 (网 [116]), 也 可 应 用 正则 化 方法 将 (108) 化 为 (109) 后 
再 求解 相应 的 问题 ( 见 [44])。 

又 如 ， 解 三 = 维 调和 方程 Neumann 边 值 问题 导出 如 下 积分 方 


f: “os 
1 a 1 
vel us) i (ee. =e), CQ 
其 积分 核 有 — — WRS SEE, RAB A 2 + MA 


BHF, 仍 用 Galerkin 边界 元 方法 求解 之 ， 其 关联 的 双 线 性 型 


€ 51 a 


为 | 
op, 人 一 一 二 | sino 9 — 5l oe s Ae. 


(111) 
应 用 正则 化 方法 将 (111) 化 为 等 价 的 双 线性 型 ( 见 [99]) 
«p. 6) = È i ($6) — 612) Key) — etx) 
D Ly 
dicm: CE = ) ds.ds,. (112) 


后 者 由 于 在 * Sy 很 接近 时 ，(%(y) 一 a 一 p(x)) 相 
LF Ge G)lx — yl, 使 得 其 积分 仅 含 型 的 弱 奇 


异 核 ,于 是 可 用 通常 的 数 信 积分 方法 处 理 , 

SRS ARTA. AERA. aR 
风度 算 隆 中 只 有 对 角 线 上 的 系数 涉及 奇异 积分 的 计算 ， 且 每 一 行 
的 系数 则 又 因原 问题 的 物理 ,力学 特性 满足 某 个 已 知 的 关系 ,于 是 
只 要 用 通常 的 数 信 积分 公式 计算 出 非 对 角 线 工 的 系数 ， 然 后 利用 
系数 间 这 一 已 知 的 关系 便 可 得 对 角 线 上 的 系数 ， 而 完全 不 必 计 算 
奇异 积分 ， 例 如 当 采 用 分 段 常 数 基 巩 数 时 ， 便 只 有 对 角 线 上 的 系 
数 涉及 琳 异 积分 计算 .至 于 矩阵 每 一 行 的 系数 闻 存 在 某 种 关系 则 
是 经 常 遇 到 的 。 如 在 求解 Neumann 问题 时 ， 由 沟 句 场 或 刚性 位 
移 为 齐 次 线性 代数 方程 组 的 解 ， 便 可 导出 刚度 矩阵 的 每 一 行 的 系 
数 和 为 零 ， 此 时 对 角 线 上 的 系数 等 于 同一 行 中 所 有 其 它 系 数 的 和 
的 反 号 。 | | 

T REx NU EBEN BABERE, RAY 
刚度 矩阵 的 主 对 角 线 及 想 邻 的 两 条 次 对 角 线 上 的 系 数 均 涉 及 到 
奇异 积分 。 于 蚌 湛 要 已 知 每 一 行 系数 间 的 三 个 线性 元 关 的 关系 
式 。 这 只 须 求 出 原 微 分 方程 的 三 个 线性 无 关 的 特 解 即 可 。 将 这 三 
个 特 解 代 人 边界 元 离 敬 方 程 组 ， 便 得 到 刚度 矩阵 的 每 一 行 系数 间 
的 三 个 关系 式 , 从 而 可 闻 接 求 出 所 涉及 的 全 部 奇异 积分 ， 例 如 ,对 
于 二 锥 调和 方程 , 易 知 
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二 


u=], =x, =y, 
即 为 其 三 个 特 解 。 

着 采用 更 高 阶 的 分 自 多 项 式 基 沙 数 ， 则 可 能 需要 计算 更 多 的 
奇异 积分 ， 因 此 也 就 需要 已 知 原 方程 更 多 的 特 解 。 本 书 第 二 章 至 
第 五 章 均 有 专 节 分 别 给 出 调和 方程 . 重 旋 和 方程 ,平面 弹性 方程 及 
Stokes 方程 组 的 解 的 复 变 函数 表示 , 利用 这 些 表 示 公 式 可 以 很 容 
易 地 构造 这 些 方程 或 方程 组 的 特 解 ， 


$5. 自然 边界 元 馆 的 收敛 性 与 误差 估计 


由 第 3 HOA, 许多 平面 区 域内 的 椭圆 型 微分 方程 边 值 问题 
可 以 通过 自然 边界 归 化 方法 归结 为 边界 上 的 强 奇 异 积分 方程 ， 这 
些 积分 方程 又 可 化 为 等 价 的 变 分 形式 ， 然 后 利用 第 4 节 提 供 的 一 
些 方法 求 其 地界 元 近似 解 ， 本 节 的 目的 则 是 在 绕 一 的 框架 下 对 自 
Ab Rc UTR ED MIRE ai. HEA LARA 
估计 出 发 ,进而 得 到 区 域 上 的 误差 估计 。 

今后 除非 特别 说 明 ,边界 元 解 都 是 指 用 Galerkin 边界 元 方法 
RS AY E. 
$5.1 近似 变 分 问题 及 其 解 的 收效 性 

与 在 第 3 节 中 相同 ,考察 2 上 mH ERRARAD AT 

Aum DY (—1)'? 00a, (x)On) 


Igl alm 
及 其 关联 的 双 线 性 型 
DCs, v) = >> " 8,, x)0* uO*vdx, 


b gi sl el sts 


并 假定 
(HI) Dlx, 0) AZIM VOV 4,00) EX. V. EIS, 
连续 双 线 性 型 ,其 中 
V ,,,CQ) NE {ve V(Q)] s pnl. 
于 是 4* 一 A, X E EB EE TE 
. 539 


(g rv) 一 0， Wee Vy (2), 
则 由 著名 的 Lax-Milgram ECLI, 11515, RS 3E 2 [H1 RU 
E ue V(O), 使 得 (113) 
D(u,v) = (g,Yv), Vv € V(Q) _ 
在 商 空间 VCOD/V s,s Q) 中 的 解 的 存在 唯一 性 。 又 设 在 自然 边 
界 归 化 下 ,区 城 8 内 微分 算 子 4 的 边 值 问 题 化 为 边界 工 上 的 自然 


积分 方程 
3 中 一 8， 


关联 于 -H WTC) 上 的 双 线 性 型 为 
Dp, b) = (9€ 0,9), 

则 由 定理 1.4 41, 9€ * — X, HHA 

引 理 1.1 BRI CH1) 成立 ， 则 六 Cu, 中 ) 为 商 空间 TTY 
Tlr) 上 对 称 、V- 椭 圆 \、 连 续 双 线性 型 ,其 中 

T«(T)-— {HE TCT) | eil. 

wX. REKE V-a. 由 假设 (CH1), 存在 常数 C 

0, 使 得 


D(v,v) = C lloll oxy a ^ C min lle = wo» 
ain wEV 4 pO) 


vve VQ), 
又 由 关于 Dirichlet 问题 的 基本 假设 ( 见 $3)， 对 o € TCPO, 存 
five V2), SIS vv 一 o. Ree, A 
le — Ye llr < alle — wr 
其 中 > 0 为 常数 。 于 是 对 Ge T(r), 利用 定理 1.3, 有 
Dib, p) = D(v,v) > nne — wlio 


2 


C f ae 
>= min || — "wire. 
Q wel 4, gf) 


ERR we Valts Ywe€ Tx(T), (S8 
Ab, p) >E min Io — olla = E llolltayr > 
A PET gM a 
其 中 £ 0. EE, 


+ 54 9 


由 此 引 理 及 Lax-Milgram 定理 即 得 如 下 结果 。 

定理 1.12 若 假 设 CHI) Ra, A eM ARE 

(go) 0, YHET T), 
则 变 分 问题 
I $e T(P), 使 得 
D(6,d) = (g,0), Voc T(T) 

EM TCT)/T wx《T) 中 存在 唯一 解 。 

容易 验证 ， 对 许多 机 圆 型 微分 方程 的 边 值 问题 ， 上 述 关于 
Pltw,v) 的 假设 (H1) 均 成 立 ， 于 是 对 这 些 边 值 问题 ， 变 分 问题 
《113) 及 (114) 分 别 在 相应 的 商 空间 中 存在 唯一 解 。 

今 对 边界 了 进行 正规 的 有 限 元 章 分 ， 并 设 T,CP)CTCT) A 
相应 的 边界 元 解 空间 ， 

I = (h, H,’ S.I, QSTODP)— T,(T) 

为 分 段 多 项 式 揪 信 算 子 ,满足 如 下 误差 估计 公式 : 

| 4; Higidlr SCH db Agar, Yoe HET), 

Omsk, +l, 0 11， 
(115) 

其 中 为 0, 所 采用 的 揪 值 多 项 式 次 数 ，h 为 该 剖 分 的 最 大 单元 
长 , C 为 正常 数 . 

考察 变 分 问题 (114) 在 T,CT) 上 的 近似 变 分 问题 

pE T,CT), 使 得 
Das ta) — Cards), Vo,€ TACT), 

由 于 TXT) 为 TCT) 的 子 空间 ，Lax-Milgram 定理 依然 保证 了 
变 分 问题 (116) 的 解 在 商 空间 TAT DT QT) 中 的 存在 唯一 性 ， 
其 中 


(114) 


(116) 


T,x(T)— {hE TCT luu). 
KOR e, 分 别 为 变 分 问题 〈114) 及 近似 变 分 问题 (116) 的 
fe, ASQ RRS AT. 
定理 LAIR ie E) 
DC — baspa) = 0, Vo, € T,(T), (117) 
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le — dsl 一 ,Dt — alla, (118) 
Hh Isle 为 由 双 线 性 型 DCO, 9) 导出 的 商 空 间 T(TYT wx(T) 
上 的 能 量 模 , | ble 一 Alt, p), 
证 。 由 (114)、C116) 及 TXKT)CT(T) 即 得 (117)， 又 由 
lo 一 dilla = DC — 61,0 — pa) 
= BC db — prb — da) 
< [e — dulled — dalla, 
可 得 | 
lg ~ bsla Sle — ella» Vere TAT), 
从 而 有 (118)。 证 毕 。 
HARRER DCo,o) OER A TCPOT CT )- Fa ERT 
知 ,能 量 模 T o 等 价 于 商 模 My mye te。 故 若 将 (118) 中 的 能 量 
模 换 成 商 模 , 则 有 
le blrryr yy SC, int Me Aal pyr s 
(119) 
EC HARM TCT) 的 常数 ， 
利用 定理 1.13 可 得 如 下 定理 : 
定理 1.14《 收 化 性 〉 车 5CT) 为 TCT) 的 某 一 笛子 集 ， 构 成 
边界 元 解 空 闻 TT) 的 插值 算 子 IL :TC(T) 一 TCT) 满足 
üm || — Hyplrr = 0, Wee SCT), 
则 边界 元 近似 解 上 TERE ERAT EE p: 
lim | $ 一 中 中 = 9, 
证 ， 由 定理 1.13 及 双 线 性 型 OC 6,90 的 连续 性 ,有 
lé 一 éila- _ iat le 一 dil5 x Eom ld 一 ullra» 


对 任意 80, HSC YT) ARTERIE TI, 的 逼近 性 ， 
知 存在 be SCT) ER Ilo 一 liem < ve. 以 及 对 o € S(T), # 


e 56 « 


fg h 2-0, 3 0 b ALES, E —Hhélro «7. Ft 


ld — dalla S Cilp — Beller 
< CCl — lira + lé — Melle) s s. 
证 毕 。 
这 一 定理 说 明 , 只 要 自然 积分 方程 的 解 由 存在 且 礁 一 , 则 不 论 
它 有 无 更 高 阶 的 光滑 性 ,边界 元 解 都 收效 。 


55.2 ”边界 上 的 误 装 估计 

若 自然 积分 方程 的 解 ee T(T) 有 更 高 阶 的 光滑 性 ， 则 还 可 
得 到 误差 估计 ,其 中 C 为 正常 数 ， 

定理 1.15 《能量 模 估计 ) BERT UTC) 一 TAT) i 
ERZO), Bb (6,70. 0€ HOT) X X 
Hie-iH (T), HY 


m—) 
Io 一 gilo € $1771 Share (120) 
iva 
£t gl, ki = ke —i, i= 0,1,--+sm—l1, 则 有 
m—1 
ll — dallas Chto mt | Dil titure, (121) 


证。 由 定理 1.13 及 插值 不 等 式 ( 见 [951), 有 
le — Ail is — Bel Cs — Uday 


m— 1 
-C 25 |; — ipil ar- o» 
Tr 


m—1 
«cC b lo: — Ho; nml; 一 Hib; lly") 


t-0 
m-1 

«C» BAO our, 
[EI 


由 此 即 可 得 (120) 及 (121)。 证 毕 ， 
这 一 估计 是 最 优 的 。 
为 了 得 到 L^ 模 估计 ,需要 如 下 正则 性 假设 ; 


e 37 > 


(H2) di ge L'Cr)" 并 满足 相 容 性 条 件 ， 则 自然 积分 75 FE 
26 由 一 8 的 解 HE H"(Y) dm Xx HT), BEC 20, f$ 


I eli EHPC yx B T)VT eT) * Celi. 


已 知 对 于 许多 椭圆 边 值 间 题 ,假设 CH2) 都 是 成 立 的 。 
定理 1.16( 工 : 模 估 计 ) 4CH2) 及 定理 1.15 的 条 件 沟 被 满 
RH 
(6 — prod) — 0, Voce T* CT), 
Du 


lo 一 else SC 5 Bu mI HT (122) 
特别 当 R10,1,.'"m—1, 时 , 则 有 


m 1 
le — dili s CHEW ST db oils. (123) 


XE. AF — dE T(P)C LT)" 并 满足 相 容 性 条 件 ， 知 
自然 积分 方程 Co 一 由 一 和 的 解 存在 ,并 满足 
D(p,d) = (6 — 61,0), Voc (了 )。 
根据 假设 (H2), pe€ H"(P) X --- X HOT, A 


lel mir terr ua) < cle 一 dull: 


取 由 一 中 一 由 并 利用 定理 1.13 可 得 

lé — palir" 一 (db 一 中 中 一 中 
一 Dip,d — bs) = ÂC — He, — du) 
< Clo — nel; ule — oslo 


à 
«Ch lolium tcr ur ie = Pall 


« Chile 一 pilerad — eil», 
HR 
[6 — dilen” S Chilid — dalla. 
再 利用 定理 1.15 便 得 (1227) 及 (123) 式 ， 证 毕 。 
这 一 估计 了 世 是 最 佳 的 ， 
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最 后 ， 欲 得 奥 然 边界 元 解 的 连续 横 即 L” 模 误差 估计 。， 25 
单 起 见 ， 这 里 仅 对 圆 内 或 圆 外 区 域 的 自然 边界 元 解 给 出 并 非 最 优 
的 结果 。 为 此 先 证 明 几 个 引 理 ， 

引 理 1.2 8 SCCH) AMAT LOR PES CAS ER 
数 所 生成 的 函数 空间 , me SCT), 则 
mex [e| < NES lvl ito; o; uus (124) 


1850; 
其 中 5—09,44,—0. 
证 ， 由 描 信 公式 
(8) 一 tO) (8 —8,) + eu) (Bri =, 


Q; < 0 x Oi, 3 
可 得 
[adres = |” C006 (800 — 8) 148 
一 S [oo(8 + ma(8 + m: wle) 
之 - ACAN Y. + $,(0;)!] 
> x {max( obin) l, 1680 1}: 
从 而 


7 
max lvl = max(|#(9;)|, |G: 21) «d los r0; 0; 1% 
lipita . 


证 毕 ， 

引 理 1.3 若 STOCH*(T) 为 圆周 FF 上 分 外 二 次 插值 基 函 

数 所 生成 的 函数 空间 , me S(T), 由 
max LL <=: RE 


oio 125 
Persie E | Vall o; oj il? ( ) 
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证 。 设 {p2;€9)} U {Puhin % 4y Bt — vx SE DUX 
i535 — abo qeu eee 
( 见 本 书 第 二 章 § 8), 0, N 5 R l, , 2N, h N 


Orit = Ori. RXR CATAE = [êus utl WA 
v(6) xd v (05) eu C8) 十 v1 piu 十 vC P2142) Pastas 


VO € [92502142]. 
经 计算 可 得 


TED 
ACRI HIAR TS |， E vy( 0 Y d8 
T 人 (29,8; Jub 8v, (0,4, T 2v,(0,44) 


十 ERED OC O25 41) = (8; vol Pri42) 
十 2 (iin wo it2)} 


=> T Á (Oa) + 20 Pin + n Vol Baita) 


=f: 四 [5,(8,) 一 ACRIS 


gen 3 eus] 


ap 
~ 


之 Z hiv, (85 T (ENTRE 二 Yo 01521). 


= Paa) + "E 3 ZO ] 


从 而 
[CO 1 委 HC Oa] 10 C]44)] + PACAT | 
x Jane Oun + AOR ] 
< | 7 OTE- ERC) Eee 
EH, | 


引 理 1.4 SOVCHI IAAT EARS Hermite 
5d fe xe EK PSS H, zc SC), 则 
* 00 + 


max le] « "C |o] 1*16;,5; iis (120) 
[S Nn vat 


2x 
其 中 9 = — Dw, mE 


证 。 设 {UOU {al)n 2923 BE YR Hermite MË 
APR XR CALA — € $ 8), 则 当 OE LOO] 时 ,有 
w(0)- v(9,)1,(0) + VLO 45408) 
+ vO) pO) + vii ui (8). 
经 计算 可 得 
le élus, s — (7 nova 


n E {1562,(9;) + 1569,(0,,, Y t th’ vB, 


tM VOL 十 108049, oF; 41) 

+ 48D vi(0;)h 一 26v(0;)v( 8,4, A 

十 265(8,,,)0(8))4 一 44v (8; eC Os. dh 
— 6h w(0,)v(8,4)). 


由 此 可 以 推出 
OY + (Pin? < <= IROIEPPNT 
以 及 
Le (G0 T + On S E Los COD Ext, o, cs 
由 于 
az 190) s [e(8,)| + lle 
+ 2 A ly OD) | + 16:420, 
故 有 


360 
Tur [e (8)! < E | vC ote; un 


. 61 + 


E 


35040 
37 h TONES | oF Dl iso 5.95441 


S< a \\eo(9 litte, Pp pla 


Vh 


十 


证 毕 ， 

利用 上 述 引 理 可 以 证 明 如 下 连 线 模 估 计 ， 但 这 一 估计 显然 不 
是 最 佳 的 ， 

定理 1.17 EZR) 若 定 理 1.16 的 条 件 被 满足 , 旦 插值 
算 子 H 一 (Ih, ° su TCT) — T.C Perc), 其 中 Ij; 或 
为 分 段 线性 .或 为 分 段 二 次 ,或 为 分 段 三 次 Hermite MART, M 


^-1 
lo — aller SC > Bemis bel ais (127) 
i-9 
"SEI ki hy, t= O,1,°°+,m — 1, BUE 
- | 
lé — elim» SS Cát: p $i ln. (128) 


证 。 为 简单 起 见 ， 仅 对 mm — 1 KRAJANIA. i 
近似 解 空间 TCT) 取 为 前 述 引 理 1.2 至 1.4 中 的 分 段 ** 次 多 项 式 
pam 23 [8] SCT), 其 中 k = 1,2,3, ERA 10, 2r] = V ec 
的 每 个 单元 e — (6;...6;) 细 分 为 二 ,得 了 一 U ef, FEE HERI 
AMUASA- S o 399 — MEFE IR ee 


N aN MN 
r -— U eg — J e "ES à à eo U e =m +. *» 
jm] [m1 [EE 


h; 一 -一 Eh, 设 对 应 每 一 前 分 的 分 段 次 多 项 式 近 似 解 为 6°CO), 
则 #08) 一 (7), B5 L2 14, 有 
mas | $0(8)—9079(8)| < ^ 14/^(8) 一 99 ODI 2.4, 


i 
< C ge) — pAs 
j 
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从 而 


max PPE) — pP (G « < 六 | PCO} — 997 "(8»l[ xp 


< c. (199(8) — pm + 1957(8) 
ME 
一 $C8)l ig), & = 1,2; 35, 
其 中 C= S6, C; > 7, C, 18, A 用 定理 1.16, 有 


max | 60) — 6°-(8)| < FE COM + MIDI nr 
— C1 + ACCA ler. 
将 常数 (1 十 20) 0,0 仍 记 为 5， 则 可 得 
max PB) — pIE 
T0,24 


< CAs? || dla = BY E3 


LIE, 


«C (+) B lar. 
HF > OL BEA 


BBY = JCHA) — HPC) + 2408) 
eG, 但 由 定理 下 16 可知 OO) L MULE e. d 
VO) B- Ec GC FI BIB $e CC), RI 

&(8) = E LAPO) — 979(8)] + 6406). 

从 而 B 
maxl$(9) 一 40)! < > maxi (8) — 9798) 


s CAM Glir 
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Hobe 为 与 #2 无 关 的 常数 ， 证 毕 ，。 
$5.3. KARR Mit 

在 上 一 小 节 中 已 给 出 了 边界 上 的 自然 边界 元 解 的 误差 估 计 . 
若 不 考虑 利用 Poisson RAAR IRA PAARE RE 
的 误差 ,还 可 进而 得 到 区 域内 的 误差 个 计 ， 

i& P% Poison MOR, u= Pd 为 原 边 值 问题 的 NE, 
u, 一 了 由 为 由 自然 边界 元 解 o, 得 到 的 区 域内 的 近似 解 。 我们 有 
如 下 结果 ,其 中 C 为 与 声 无 关 的 正常 数 。 

定理 1.48 (能量 模 估计 ) BER 1.15 的 条 件 被 满足 , 则 

lu — tall mov , QD «cC 5 hmthl ttirs (129) 

特别 当 Ř; € Áo =i; = 0,1,-*-,2 — l 时 ， Miksi 


Ch mt S) | bil gene 


Une — Vall mi gy 4 cn c 
& Che uario. (130) 
证 ， 定 理 L3 Bl Poisson 积分 法 子 的 保 能 量 模 性 
Pelo = elo, Vee TT). (131) 
又 由 假设 (H1), 即 得 
lu — wl ms, cor < Cl — alo 


= CIPCE — balio = ClO — dalla. 
于 是 利用 定理 1.15 Ree, E118 (129) C30). WEE, 
由 于 分 片 ky 次 多 项 式 播 值 在 B"9) AFRA OCA) Bt 
精度 ， 故 利用 自然 边界 元 法 得 到 的 区 域内 的 近似 解 实现 了 按 能 量 
PUN, EES T FP. RM ILO ADH AK 


有 限 元 解 的 精度 高 4 阶 。 
Aj T epp En L muy, BE Poison RAAF P 
足 如 下 连续 人 性; 
(H3) 存在 常数 C > 0, 使 得 
(Polino s Chol, Vee TC). (132) 
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于 是 出 定理 1.16 立即 得 到 
定理 1.19 (Li’ 模 估计 ) 6 (B3) EEA 1.16 的 条 件 被 满足 ， 
Wy 
lle — wil C 5 pho mI Bila aire (133) 


i=0 


特别 当 ki = k — i, pw. l, e, mml, 时 ,有 


"-1 
u 一 sli < Ch mU > TP 


« Chi all 2c. (134) 
HES ka 次 多 项 式 插值 在 L 模 下 至 多 有 O()- 
OC Ate #7) 阶 精度 , 故 这 一 估计 是 最 优 的 ， 
最 后 假定 Poisson 积分 算 子 P 满 足 4” 模 下 的 连续 性 : 
《H4) HEL C > 0, 使 得 
P pll < Cll blizeaos Vote TONLE. (135) 
从 而 由 定理 1.17 立即 得 到 
定理 1.20( 连 续 模 估计 ) A (H4) 及 定理 1.17 的 条 件 被 满 
fe, Bj 


lu — slim C M, phot bl ars (136) 
t70 
特别 若 k: 一 Řo— 1, i= 0,1l,- -em — 1, 则 寿 
m- 1 
lu — upleo s CAS mts b KAFFE: 
‘=t 


< C h^ blues, Qe (137) 
此 结果 并 非 最 优 . 
综 上 所 述 ， 自 然 边 界 元 法 使 区 域内 的 近似 解 按 能 量 模 提 高 了 
h* 阶 精度 ,而 按 L^ 楼 的 精 诬 则 与 经 典 有 限 元 法 相同 。 


$6. XR Poisson 积分 公式 的 计算 


在 应 用 有 自然 边界 元 方法 求 得 边界 上 的 解 当 数 $ — ru 的 近似 
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PA bs 后 ,常常 还 需要 求 区 玻 内 某 些 点 的 解 岂 数值 或 解 的 对 个 
FRH. KIRARA u 可 以 利用 Poisson 积分 公式 由 边 值 函 
数 by 近似 求 得 ,而 区 域内 解 的 导数 的 近似 值 则 可 利用 对 Poisson 
积分 公式 求 导 得 到 的 公式 由 d, TABS). 如 果 要 求 值 的 点 并 非 
离 边界 很 近 ， 则 利用 通常 的 数值 积分 公式 即 可 计算 上 述 积 分 。 但 
当 该 点 离 边 界 很 近 ， 甚 至 其 距离 远 小 于 边界 单元 长 度 时 ， 则 
Poisson 积分 核 恒 显 示 出 奇异 些 , 直接 应 用 通常 的 数值 积分 方法 便 
难以 获得 满意 的 结果 。 为 此 需要 克服 积分 核 奇 异性 带 米 的 困难 ， 
发 展 相 应 的 数值 计算 方法 。 本 章 第 4 HORT SHR RRA 
分 的 方法 ， 下 面 介绍 的 一 种 方法 便 可 妇 人 第 4 TR RTH 
ik. 


$6.1. HARR RIT ERR EUR SP (RT 

这 一 方法 首先 被 力学 界 提 出 ， 并 被 应 用 于 弹性 力学 间 题 的 经 
典 边 界 元 计算 中 ( 见 [431).， 

为 简单 起 见 ， 今 仅 以 二 维 区 域 8 内 的 二 阶 祷 圆 型 微分 方程 的 
边 值 问题 为 例 说 明之 。 设 该 边 值 问题 已 妇 北 为 边界 T 上 的 目 然 积 
分 方程 ,并 已 用 息 然 边界 元 方法 求 汕 其 边 值 y Y (OL PRI 

Meg T 2 U;Li;(s(2)), 
其 中 {Lhe ans PBAIHAMWSHRM. WE Poisson HD 
公式 由 
uly) = | P(x,9yMaGOds(x), YEL (138) 


OW, FER AAR 了 Cee a pit RE 
£l: 


m= | PG) Gods 
- Xu PCa YEG) Dass) 
isy ^ 
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= SUP), yea, (139) 


í m1 


其 中 
PLy) = | Pla x LDA), pe 1,--*,N, 


EP y 点 离 工 较 了 于 ,计算 这 些 积分 应 无 困难 ， 伍 若 ?点 高 了 很 近 , 设 
与 其 相 邻 的 T 上 的 单 元 为 了 i, A supp Ls) NT e$, WIES 


P;(y) 一 { PG WE GE) Ms) 


suppLjü 


MELT RRR ERE HEURE, Dn, n4 


{L(s)} 294 BEER EESEEARE INI iE D LS y AEBEK RR 
3 sa Bs, 贴 上 述 积 分 中 公有 PLR Pi 接近 于 奇异 积 
分 ,而 其 它 N 一 2 个 Pp), j29ei—1, i, 均 可 用 通常 的 数值 积分 
方法 求 出 。 由 于 对 一 些 典 型 微分 方程 常 已 知 其 若干 特 解 ， 这 些 特 
MMP Poisson 积分 公式 (138), 将 它们 代 人 其 离散 形式 (139)， 
便 可 得 Ply), i 一 1,.……, N, 间 的 若 于 关系 式 ， 在 上 述 LC) 
为 分 秘 线 性 基 遂 数 的 祷 况 ,只 需要 已 知 原 方 程 的 两 个 特 解 , 设 为 志 
Bm, FACING 


(Csi Pi Cy) + 465;)P:;G) = 4G) 一 22 CO Pi), 


tei lei 


msia) Pi Cy) + ui) PLC) — uy) = 5 us; Pj). 


1 点 ij 一 1 


(140) 
只 要 


ug dms) — ACLA CED) + 0, 
便 可 由 (140) 解 出 P;_,(y) 及 P;(y)、 这 样 ， 由 于 所 有 的 Pi(y) 35 
已 得 到 ,(139) 恒 可 用 来 计算 在 边界 上 的 近似 解 为 ws AIAR s AE 
区 域内 近 边 界 点 ?的 近似 值 m O). 
若 不 是 应 用 自然 边界 归 化 方法 ， 而 是 应 用 经 典 的 直接 法 ， 则 
取代 Poisson MAAANMAAAN SD Æ Dirichlet WHR 
Neumann 边 值 的 解 的 积分 表达 式 。 例 如 对 二 维 调 和 方程 ,有 
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wy) == = j w A in |x — YI — uCx2In |x — yl p dst), 


i y€ G, (141) 
EURIE (x). 及 ws(x) 在 边界 了 上 的 近似 函数 


Ha (n) 一 > U Ls), ua) = > ViNi(s), 
由 可 由 (141) 得 i 
u(y) = 5 {UQ GD 十 VR: GO], (142) 
其 中 B 


Oj;(y) 一 Jt | LCs) -ü In Ix — ylds€x), 
2w -1 On, 
j = l;e, N. 


i ^ 
Ry) = — ba | N.Cs)In ix — yldsCx), 


“y 为 近 边 界 点 时 ，8ity) 太 RO) 中 有 若干 积分 接近 于 奇异 积 
分 。 例如 设 (LG 及 NG) BADRRARRM, Sy AB 
的 TT 上 的 节点 为 5 Rs, 则 上 上 述 积 分 中 有 四 个 接近 奇异 积分 , 即 
94.0), 0), Ru 及 RO). RECA RAR 4 PH 
ma k=l, … 4， 便 可 得 如 下 4 元 线性 代数 方程 组 ; 

ni aQiaQ»? + ux; )Q; Cy) 


On, O ty 
+ Her Ge0RAO0 c a, GOR) 


l ü uy 
-«G -— X aO + a GORO, 


a e (143) 
若 其 系数 行列 式 非 零 ， 则 OO), GO) RAW RR) fi 
可 解 岂 ,(142) 也 便 可 用 于 求 区 虞 内 近 边 界 点 Y. 处 的 解 函 数 的 近似 
fü. 
Hi HG Aa S, BY OR XLI X PI LEER] S CR m fa, 
这 样 计算 得 到 的 结果 将 比 对 近似 和 解 直 授 求 导 数 有 更 高 的 精 虐 ， 
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在 后 面 第 二 底 第 五 各 章 中 汶 有 专 节 分 别 介绍 调和 方程 、 重 调 
和 方程 ,平面 弹性 方程 及 Stokes 方程 组 的 解 的 复 变 尊 数 表示 , A 
用 这 些 用 示 公 式 可 以 极其 简便 地 得 到 这 些 方程 或 方程 组 的 特 解 ， 
$62 误 整 估计 


用 上 述 方法 计算 近 边 界 点 解 汐 数值 和 时， 误差 主要 有 病 部 分 来 
源 。 一 部 分 是 由 边界 元 离散 化 产生 , 另 一 部 分 则 由 数 亿 积 分 产生 . 
至 于 为 求 接近 奇异 的 若 于 积分 念 而 求解 一 个 低 阶 代数 方程 组 时 可 
能 产生 的 误差 通常 很 小 ,可 以 忽略 不 计 。 于 是 由 


uly) = f. P(x,y)uwG)dsCe) , 


mO) 一 | PG Dn Gt) — D UPO), 
)-1 
EMI 
ty SU LCs), Pi(y) 一 | P(x, y)Li(s)dsCx), 


Jti P, GO HAA BRRARSARERAW HARARE PCy) 
的 近似 值 , 则 利用 
aly) = NT UP) (144) 


j= 


得 到 的 e CO. 的 近似 值 有 如 下 误差 估计 : 
[gCy) —da(y) | vy) — wt | Cy) —% Cy) | 


一 i Pob sania 


d: » U;CP;Cy) — B6»). 


Zi Poisson 积分 算 子 保持 对 工 ” 模 的 连续 性 , 即 存在 常数 C 2 0, 
使 得 


max 
ye 


| PG yode) < C max Gl, Vee T(r), 
例如 ， 对 调和 方程 边 值 问 题 , RRR LIEU DATI C. sf o A, 
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ER 
july) —tly)| < C || i a PROS 


+) SOP) -Bo»| a) 


为 估计 第 二 项 误差 , 设 PO) 中 仅 少 数 几 个 接近 奇异 积分 ,例如 仪 
P; ly) 及 Cy) 由 前 述 间 接 计 算法 利用 特 解 求 出 ,而 其 余生 (y) 均 
利用 通常 的 数值 积分 公式 算得 ,并 有 误差 估计 

| PjG) — BOI < Cal, jil, i, 
其 中 1 1。 于 是 由 (140) 可 得 

IPO) — BO < Ch, 1=i—1, 5 
Mif 


N 
|S UP) = 001 
j=] 


< > IU; | Pi) 一 PCy) | <= Chluain 


& CR Clmlzea + leo 一 malam) 
RAG) 
IuCy) 一 Cy) | CC — mallem A esl cea), 
(146) 
其 右 端 第 一 项 的 估计 见 本 章 第 5 TARO B L RRE 估 
计 . 

d (146) 可 见 , 用 本 节 介 绍 的 方法 计算 区 域内 近 边 界 点 的 解 
函数 值 与 用 通常 数值 积分 方法 计算 区 域内 离 边界 较 远 的 点 的 解吸 
数值 有 相同 阶 的 精度 ， 从 而 成 功 地 克服 了 通常 方法 不 能 较 好 地 求 
eX MAUL A ae A ARE. 
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第 二 章 ” 调 和 方程 边 值 问题 
$1. 5| 8 


0 JRERRUIDIS MARRS 2 EE XEEURURUD E, RK La- 
place 方程 


— Au = 0, (1) 
若 方程 式 右 端 非 零 , W Poisson 方程 
-Au = Í, (2) 
这 里 的 Laplace 算 子 A 在 二 维 情 况 下 为 
jmd 
Ox! by? 


力学 和 物理 学 中 研究 的 许多 问题 归结 为 调和 方程 或 Poisson 方程 
的 边 值 问 题 。 例 如 , 弹性 晓 的 平衡 问题 便 可 归结 为 Poisson 方程 
& 4 farina 8 LE TA AE AR Ba ALP ILAE: 
i) 边界 国定 , 即 
wCz,y)ir 一 mixy) 
为 边界 上 已 知 车 数 , 这 种 边 手 条 件 称 为 第 一 类 边界 条 件 或 Dirich- 
let 边界 条 件 ， 
i) 边界 可 以 在 一 个 光滑 柱 面 上 自由 滑动 , 即 
oe Cx,y)lr=0, 
这 种 边界 称 自由 边界 ,或 更 一 般 些 ， 
ot (x,y)lr = g(x,y) 
AWREVE ALAM, RMA R RARR Neu 
mann WHR, 
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ii) 边界 固定 在 弹性 支承 上 ，, 即 
ELOOLIODILIS 
或 更 一 般 些 ， 
E u(x,y) + aulx, »). = g(x,y), 


Hubo 为 已 知 正 数 ，gCx,y) DAR LER AANER A PRI 
为 第 三 类 边界 条 件 . 

此 外 ,稳定 状态 的 热传导 问题 ,不 可 压 帝 具 势 流 问题 ， 静 电场 
辣 题 及 静 侵 场 问 题 等 也 均 河 归结 为 Laplace 方程 或 Poisson 7j 
答 :的 这 值 问 题 。 这 些 问题 虽然 有 完全 不 同 的 物 地 背景 ， 却 往往 鼻 
致 完 全 相 问 的 数学 型 式 ， 有 关 详 情 可 参阅 [36, 40, 411, ixi 
信和 问题 统称 为 调和 方程 边 值 问题 

在 本 章 以 下 各 节 中 ， 将 依次 介绍 调和 方程 的 解 的 复 变 函 数 表 
示 , 目 然 边 界 归 化 原理 ,典型 域 上 的 自然 积分 方程 及 Poisson 积分 
AX, 一般 单 连通 域 上 的 自然 边界 归 化 ， 自 然 积 分 算 子 及 其 逆 算 
于 ,自然 积分 方程 的 直接 研究 ,自然 积分 方程 的 数值 解法 ， 刚 度 矩 
阵 的 条 件数 ， 并 给 出 断 慌 及 i 湄 角 遍 形 域 上 自然 积分 方程 的 数值 解 
He 


$2. 解 的 复 变 毅 数 表示 


MAR Av 一 0 的 解 称 为 调和 图 数 。 二 维 洞 和 虽 数 可 以 通 
HAER RERIK. 这 一 表示 公式 实质 上 给 出 了 亩 各 方程 的 通 解 
表达 式 ， 为 研 花 谓 和 方 竹 边 值 问题 及 其 自然 边界 妇 化 提供 了 强 有 
力 的 工具 。 本 书 首先 汪 明 调 和 函数 的 复 变 函数 表 示 定 理 ， 然 后 举 
贫 涪 明 其 应 用 。， 至 于 它 调 调和 方程 边 值 问题 的 自然 边界 归 化 中 的 
重要 作用 则 将 见于 本 章 后 面 几 币 中 ， 
$2.1. 定理 及 其 证 明 

考察 平面 多 域 虽 上 的 调和 方术 
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十 一 -一 0， (3) 


1k PAS Sa x 及 ?的 实 函 数 uc wx.) 在 吕 内 有 连续 的 直至 
二 阶 的 偏 导数 , 且 满 足 二 维 调 和 方程 (32, WU) * 为 二 维 调和 函数 。 

定理 2.1 SME MO LM ERIM ws, ») 必 
可 表示 成 一 个 在 8 上 解析 的 复 变 函数 ple) 的 实 部 , 即 

= Reg(z), (4) 

其 中 x 一 + 十 iy; 反之 ， 任 取 Q 上 的 一 个 解析 函数 pC), We 
(4) 式 得 出 的 函数 s(x.y) BHO EMAAR, 

iE. AMT «a(x.y) 为 2 上 的 调和 上 顺 数 , 则 


ô (au) 8 (_ Ou 
‘Ox a Dy Dy ) 
也 即 dx 十 DI dy 为 全 微分 ， 于 是 可 定义 实 函数 


(x. Y) Qs Ou 
DE E d + 95 dy) c, 5 
"s ») 网 o? ( OF * Ox y ( ) 


其 中 积分 与 途径 无 关 ，C 可 为 任意 实 常数 。 显 然 , 与 wx.) 一 
FÉ, v(x,9) HOA XE GEH — Er ROO SM, BLUR Aa TX 
系 式 
On Ov 
ae By" 
Ov " Ou 
Ox Oy * 
SH pC) 一 s(x,y) + do(x,3). WHS RRR ENTER 
数 的 充分 必要 条 件 的 六 名 定理 ,由 Cauchy-Riemann 条 件 (6) Bp 
得 ple) HO LRAT. 
RZ. EB pe) 一 wz] + ole, y) HO LMR R, A 
u(x,y) 及 v(x.y) 满足 Cauchy-Riemann 条 件 (6). 由 此 易 得 


Ou, Te ER (2) m 2 (ot) 
Or Oy Ox \Qy oy Ox 


(6) 
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EE 


Bl x 为 调和 医 数 。 证 毕 . 

定理 中 的 Reg (x) teal Imple), BÜQURUS Z ti TR 
示 成 解析 函数 的 虚 部 .事实 上 , 复 变 聊 数 p(s) 一 u(x,y) 十 ivCx,y) 
在 单 连通 区 域 Q@ 上 解析 的 必要 且 充 分 的 条 件 钙 是 : we, IR 
v(x,y) jk LARMAN., GA wey) K oley) 之 一 ， 
就 可 确定 p(x)， 只 是 可 能 差 一 个 实数 或 纯 虚 数 ， 

定理 中 的 区 域 Q 也 可 以 是 多 连通 区 域 ， 只 是 此 时 证 明 中 通过 
积分 定义 的 v(x.y) 一 般 是 多 值 函数 ， 从 而 相应 的 复 变 函数 也 是 
多 值 解析 函数 ， 

由 于 调和 函数 是 解析 凋 数 的 实 部 或 虚 部 ， 而 解析 函数 稍 任 也 
Br Se, FAL PA APRA LEER fa 3008 29 AP C 


§2.2 ”简单 应 用 实例 


谓 和 函数 的 复 变 函数 表示 有 很 多 重要 的 应 用 ， 这 里 仅 介 绍 玫 
个 简单 的 例子 ， 

1. 构造 调和 方程 的 特 解 

在 很 多 场合 ,需要 已 知 调和 方程 的 其 些 特 解 , 即 需 要 给 出 才干 
简单 的 调和 函数 。 例如 ， 在 求 得 边界 上 的 函数 信 后 下 用 Poisson 
积分 公式 求 该 调和 函数 在 近 边 界 点 的 函数 值 或 导数 值 时 ， 由 于 积 
分 核 接 近 奇 异 ,以 致 用 通常 的 数值 积分 方法 难以 得 到 较 好 的 结果 。 
此 时 车 已 知 调和 方程 的 著 千 特 解 ， 便 可 应 用 复 一 章 第 6 市 提供 的 
方法 克服 这 一 困难 ， 

若 纪 为 平面 有 界 区 域 ,为 得 到 一 系列 最 简单 的 调和 函数 ,可 取 
pla) 为 z 的 多 项 式 , 然 后 到 实 屠 或 虚 部 。 例 如 ;: 

DR p(s) 一 1， 得 ww 一 Regls) = l; 

2) 取 pee, 得 s 一 Rep(z) = z; 

3) W ọla) = —iz, u= Repl) = y; 

4) HR plz) = 27, t$ u= Reip (a) e x! — yh 


e4 n 


5) 到 pls) = —iz, 得 u= Replg) = 2xyi 

6) BR pk) |r, F um Repl) — r — 3xy5 

7) R ple) = —iz, ham Rep(z) = 37y 一 y’; 

8) HR pis) = z', 得 u = Regle) = xt — sxy + y 

9) 了 到 ple) = —ix', 1 u= Regle) = 4xy — 429°; 
oS. AGRE, LMR wy) 均 为 调和 方程 的 解 , 且 这 些 
解 是 互相 独立 的 ， 由 于 调和 方程 是 线 性 方程 ， 这 些 解 的 任意 线性 
组 合 仍 为 调和 方 召 的 解 。 

若 9 为 含 坐标 原点 在 内 的 某 有 办 区域 的 外 部 区 域 ， 则 ple) 
可 取 为 二 的 任意 多 项 式 ， 因 为 这 样 的 函数 均 为 外 部 区 域 9 上 的 


解析 函数 。 

2. AISA AR LER a 

调和 方程 边 值 问题 常 被 用 来 作为 检验 某 种 求解 微分 方程 边 信 
问题 的 数值 方法 的 有 效 性 和 可 靠 性 的 模型 问题 。 如 果 这 一 边 值 问 
题 是 随意 选 定 的 ,由 通常 难以 求 得 其 准确 解 ,从 而 电 就 无 法 将 计算 
得 到 的 近似 解 与 准确 和 解 相 比 较 ， 更 无 法 验证 误差 估计 等 理论 分 析 
结果 。 因 此 ， 需 要 构造 已 知 准确 解 的 模型 问题 。 调和 方程 的 解 的 
复 变 函数 表示 便 提 供 了 一 种 简单 的 方法 . 

例如 , 设 9 = {Cy le + y' Sl} HMA BRM, FH 


其 边界 。 在 定理 2.1 中 取 e 一 > 则 可 得 


> T uw 1 
u == Re (+) —Re(Se oe) a a cos 26, 


r 


它 即 为 如 下 第 二 边 值 问题 的 准确 解 : 

[74^ 一 0， 0 N, 

| Ow 

ET = 2 cos26, F E. 

又 如 , 设 O= {Cz yilel,iy] <1} 为 正方 形 区 域 ， 


F 一 U T; 为 其 边界 ,在 定理 2.1 中 取 p(x) 一 一 iz*， 则 可 得 


» 75 * 


u = Re(—iz!) = 2xy, 


t: BI 29 3 FRA AM IRL PE RR RE 


— Ay 77 0, QU, 

u= 2y, r,—((,2!lyls«1) E, 
OM esae, r= {Cel |e] <1} E, 
On 

u = —2y, r= {C—1,9)] l| & 1} E, 

oe mae: r= {Cx,—-1)] [el « 1) E. 
A 


3. 构造 有 指定 育 异 性 的 调和 函数 

在 用 有 限 元 方法 或 其 它 方法 数值 求解 微分 方程 边 全 问题 时 ， 
经 溃 在 得 到 近似 解 后 还 要 求 得 到 解 的 导数 的 近似 值 ， 近 年 来 发 展 
起 来 的 自 适应 计算 方法 中 也 在 应 用 解 的 商 阶 导数 作 后 验 误差 指示 
值 的 ( 见 [103]7。 但 如 浊 直 接 对 过 似 解 求 导数 ， 必 然 会 损失 相当 
部 分 精度 ,个 能 得 到 满意 的 结果 ,于 是 ,如 何 对 近似 解 进行 后 处 理 
也 暨 当前 计算 数学 发 妾 的 一 个 重要 方 唔 。 所 谓 的 沉 取 法 便 是 这 类 
后 处 理 方法 之 一 《网 [64,14,15])。 这 一 方法 利 帮 推导 出 来 的 提 
取 公 式 求 得 解 的 各 阶 导 至 的 近似 值 ， 而 后 者 具有 与 近似 解 本 身 问 
阶 的 精度 ， 提取 公 式 在 很 多 情况 下 是 一 些 积分 表达 式 ， 为 了 推导 
这 些 表 达 式 , 常 需要 利用 微分 方程 的 有 指定 奇异 性 的 若干 特 解 .这 


里 将 构造 调和 方程 的 在 给 定点 Qn 有 阶 奇异 性 的 特 解 . 
为 简单 起 见 ,选取 (有 ,6) 为 级 坐标 的 极点 , 复 变 量 z 一 十 六 一 
re, 


1) 将 定理 2.1 中 的 解析 函数 分 别 取 为 
(x) =< 及 pW- 4, 


则 可 得 到 在 极点 有 - 阶 奇异 性 的 两 个 互相 独立 的 调和 函数 


f 


u = Re l 一 Re (+ er) L cos Ó 
z r 


u = Re + = Re (4 e) = + sng, 
E Y r 


2) 将 定理 2.1 中 的 解析 函数 分 别 取 为 
oO 一 六 及 e) c t, 


则 可 得 到 在 极点 有 ^ 阶 奇异 性 的 两 个 互相 独立 的 调和 函数 


u Re dx Re (4 pu 一 | os28 
z? r? r? 


u— Re i 一 Re (£ ei) 一 l sin 20, 
3) 一 般 地 ,将 定理 2.1 中 的 解析 函数 分 别 取 为 


pOr ER pws, 
则 可 得 到 在 极点 有 E 阶 奇异 性 的 两 个 互相 独立 的 调和 函数 


= Re | = Ref L 204022 L 
# = Re zi Re bs € \ T cos A8, 


£ 


及 


u = Re a 一 Re (= ein E L sin £0, 
z NF r 


ditch FRENE EK, 

这 些 结 果 已 被 应 用 于 推 求 调和 方程 壕 值 问题 的 解 的 各 阶 导数 
的 近似 值 的 提取 公式 ( 见 [14]. 

4. 其 它 重 要 应 用 

调和 方程 的 解 的 复 变 孙 数 表示 还 有 许多 重要 的 应 用 ,例如 ,可 
直接 用 于 求解 某 些 调 和 方程 边 值 问题 及 发 展 相应 的 数值 方法 ， 但 
这 一 方面 的 丰富 内 容 将 不 在 这 里 介绍 。 本 书 研 究 若 干 典 型 侦 微 分 
方程 或 方程 组 的 妙 的 复 变 函数 肯 示 的 日 的 仅 在 于 它 对 边 值 邮 题 的 
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自然 边界 归 化 所 起 的 重要 和 作用。 在 后 面 的 一 些 章 市 中 将 可 以 看 到 
这 一 重要 作用 。 


33. 目 然 边界 归 化 原理 


本 市 将 自然 边界 归 化 方法 应 用 于 调和 方程 边 值 问 题 ， 并 研究 
得 到 的 边界 上 的 变 分 问题 的 解 的 存在 唯一 性 ， 

考察 有 光 渭 边界 的 平面 有 界 区 域 8 上 的 调和 方程 第 一 边 信 
问题 ,好 Dirichlet 边 值 问 题 


—An= 0, Qa, 
7 
fa” ee 0) 
及 第 二 边 值 问题 , 即 Neumann 边 值 问题 
, —Au= 0, QW, 
ON niis r E, (8) 


On 
其 中 为 边界 T 上 的 外 法 向 导数 ,weE HI) Eu, € HCP) 


Xr LAERA. TRIE Neumann 问题 (8) 有 解 ，w。 必须 满 
足 相 容 性 条 件 


| uds = D, (9) 
& Hr) = {v CAH) froede — 0), W] a € BIOT) 
$3.1 区域 上 的 变 分 问题 
在 Sobolev 空间 HO) 上 定义 双 线 性 型 
q (fOu Ov Ou Ov 
D(u,v) I Vu * Vudxd) | Ga Bm ay dxa, 
BBR Fz A 
Flr) = | us vds, 


则 调和 方程 Neumann AARE (8) 等 价 于 如 下 变 分 问题 和 
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i u€ H'(Q), 使 得 


D(u,v) = FC), V» € H'(Q), e 
再 令 相 应 的 能 量 谤 国 为 
Jœ) 一 ^ D(v,v) 一 Fe), 
Wu t- x aE 8] BM EF 88 BEL PEIUS ^] fal 
x u € H'(Q5, 使 得 
JG) 7 min Tw a 


这 些 等 价 性 的 证 明 可 以 在 常见 的 关于 微分 方程 边 值 问 题 或 有 限 元 
方法 的 数学 基础 的 著作 中 找到 ， 
为 研究 变 分 问题 (10) 的 解 的 存在 唯一 性 ,需要 兴 函 分 析 中 的 
一 个 重要 定理 ， 即 Lax-Milgram 定理 。 这 一 定理 将 在 本 节 中 被 
多 次 应 用 , 故 在 此 列 出 此 定理 。 其 证 明 可 网 [3]. 
3382.2 (Lax-Milgram) WHRE—- Hilbert 空间 , Blw’ 
e) BH ERREZA, B.U8 e XE E 
1BCGw v5] s Mllwllallells 
E V-H 
B(v,v) > alleli? 
其 中 M ,a 均 为 正常 数 ,又 FO) HHLHAFREZS, WE 
在 唯一 的 wv CH, EA 
B(u,v) = Flv), Wee H 
Riz, BA ait 


lua < > AFl. 


引 理 2.1 (Poincare 不 等 式 ) i we HQ), WHA RRM 


C20, f$ 
(jl 


lulio C (Iulio + 
其 证 明 可 见 (251, 

引 理 2.2 DC, v) 为 V(Q) — H'CO)/ P, 上 的 了- 枉 圆 对 
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dk FE BED p AS BU ce ERM oo 0, (S 
D(v,v) = «lvii, Vee VCQ). (12) 
ik, Bic Dle) XbV(23) 上 上 的 对 称 连 续 双 线性 型 。 今 证 
其 下 -椭圆 性 ， 利 用 引 理 2.1, 得 


lel 一 | int | m = wr 


y 


«. C inf [19 — wii T [|f — wdzay 
w! EPa tee 


^^ 


a (Irie + ||} e mr. 


取 w= | vdxdy / Mises, BI 4} 
: Meli € C lola, 
于 是 


Dee 一作 | d o] dxdy = jol} u > allellbars 


其 中 = 一 L0, 证 毕 . 

现在 可 以 证 明 

定理 2.3 Bu cH UT) 且 满 足 相 容 性 条 件 〈9)， 则 变 分 
问题 《10) 在 高 空间 VCO) 一 H'(Q)/ P。 中 存在 唯一 解 u BI 
x 连续 依赖 于 给 定 边 值 mw。 

证 。 由 于 a 满足 相 容 性 条 件 (9), 故 变 分 问题 (10) 可 在 商 
空间 VCO) 中 考虑 。 利 用 引 理 2.2 及 定理 2.2， 即 得 变 分 问题 
(10) 在 商 空间 VCO) 中 存在 唯一 解 , 且 


al liio s Dla, 4) 一 FG». suds == inf exer e ds 
S iwl 3 inf le — elar S T null 3.7 inf lw — vilno 


== Ta la,rl thy), 


laler S > ll tall Br (13) 


其 中 7 为 迹 定 理 中 出 现 的 常数 , 工 > 0。 证 毕 ， 


”所谓 在 次 空间 H'COD/P, 中 存在 唯一 解 是 指 在 H'CO) due 
在 解 ， 甩 解 在 可 差 一 PP 中国 数 的 意义 下 唯一 、 这 里 P. 为 常数 
PAR fk, 

HPA f +0 的 Poisson FFE, Neumann 问题 的 相 容 
ERFA 


(( fdzdy + | udi o 0, (14) 


a xx — 26 AP XE ST AAA 2 2} EA] V(8) 的 
解 的 存在 唯一 性 ， 

HOSEA, WEA BARA HKQ》 应 换 为 
《 见 [99,35]) 


Wi) = L 


J 2 + y! + Lin (x? + y + 2) 
Ou Ou TENE. 
——,. — eL ON., 
Ox = ay ‘ 站 


$3.2 自然 边界 归 化 及 边界 上 的 变 分 问题 


取 调 和 方程 关于 区 域 2 的 Green 西数 , 即 满足 
nd = &(p— p), 
GCp, p )l per = 0 
ADRK GCp, 产 )， 由 熟知 的 Green 第 二 公式 
Ou Ov 
j (vAu — uAv)dp = | (r9 — 420a (16) 
可 得 Poisson 积分 公式 
wo) = —| 2 Glo. p')+ mle a, peo. 《17) 
ERWHER An 0 HR xp RE Dirichlet ib f 
mip) 一 ap lp RI. REO. p= Cry), p=, 
y), dp = dx'dy’, X (17) 式 取 法 向 导数 并 令 了 由 0 内 部 趋向 边 


e $1 >œ 


(15) 


F 工 ， 便 得 到 自然 积分 方程 的 表达 式 

eM LIE T, Gp ro ard, per, (18) 
XB ER AME ECO) RAY P pO PASS IDA E FARR, 
s d 

BG.) 一 一 | | | eG] Eds, 


F(»,) sd NT 


fo) " Dv, ,vo) = flo). 


与 前 面 F(e) 被 看 作 ve HO) 上 的 线性 连续 泛 柄 不 同 ， 这 里 
Ply) 为 ne HIT) 上 的 线性 连续 泛 函 ， 于 是 (18) 等 价 于 变 分 
问题 


全 € HÉ(T), 使 得 TS 
D( ugs vo) -— fn), Vw € Hi(T), 
ELSE BLES DG HR MER Be 

R me HEQD), 使 得 

LEM = min f»). (20) 


由 第 一 章 的 定理 1.5 立即 得 到 边界 上 的 变 分 问题 (19) 与 区 
域 上 鸭 变 分 问题 《10) 之 间 的 如 下 等 价 性 ， 

定理 2.4 边界 上 的 变 分 问题 (19) 等 价 于 区 域 上 的 变 分 问题 
(10). 也 就 是 说 , 若 m 为 变 分 问题 (19) RAE, 则 一 Pi 必 为 
变 分 问题 《10) 的 解 ; 反 之 , 若 # 为 变 分 问题 (10) BRE, WU) e, m Yu 
必 为 变 分 同 题 (19) BUE; Sor POS Poisson 积分 算 子 ,7 为 Diri- 
chlet 迹 算 子 。 

由 于 f() 与 FC(v) 有 相 辣 的 表达 式 , 且 通 常 并 不 会 产生 误 
解 ,以 后 也 常 将 二 简 记 为 F. 

此 外 ,由 引 理 2.2 及 第 一 章 的 定理 1.3 容易 得 到 

引 理 2.3 D( 455%) 为 商 空间 VC) 一 H*(T)/P, EH) V- 
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棍 贺 对称 双 线性 型 , 即 存在 常数 o > 0， 使 得 
Dv, vy) = alleli Vv, € KC). (21) 
证 .对 任意 e,€ V,(D), E r= Po, W vs€VCQO, Ao-— 
0, Ye - 加 。 由 第 一 章 的 定理 1.3 5| 28 22, 得 
D(v,,v,) = D(v,v) 2 avito. 
又 由 迹 定 再， 
Lolly < Tielens 
从 本 
D(v, 0.) = al vello cm» 
其 中 am > 0, pb, 


最 后 由 定理 2.3 及 2.4 可 得 本 节 的 主要 结果 ， 

$425 Æ u EHT) 旦 满足 相 容 狂 条 件 (9), WHO 
E (19) 在 商 空间 Vi) 一 Hi(T)/ P, 中 存在 唯一 和 解 , 且 解 m XE 
续 依 赖 于 给 定 边 舍 ww- 

W. EER 2.3 知 变 分 问题 (10) FER we H), HEE 
可 差 一 任意 常数 的 意义 下 唯一 ,于 是 由 定理 2.4，mm Yue HIC) 
必 为 变 分 问题 (19) 的 解 。 又 若 (《19) 又 有 解 w, 则 由 定理 2.4 知 
w = Pw, 必 为 变 分 问题 《10) ZEE. Ae 2.3, w— uE P, 
于 是 名 一 区 一 T(w T u)€ Pos i Ri AR 4) [i] (19) 在 商 空间 
Vr) 中 存在 唯一 解 。 此 外 ,由 迹 定 理 及 定理 2.3 可 得 


T? - 
I| ally cm & T |e llycos < E | Uy E — a LA NT 
其 中 “一 T0. GEM. 


此 定理 也 可 利用 引 理 2.3 及 Lax-Milgram 定理 直接 证 明 , 其 
中 DG, n) 1E V) 上 的 连续 性 可 以 由 Dlw,v) 在 VCO) 上 
的 连续 性 及 调和 方程 的 和解 对 Dirichlet 边 值 的 连续 依赖 性 得 到 . 
而 边界 上 的 变 分 问题 《19) 的 解 对 给 定 的 Neumann 边 值 的 连续 
依赖 性 则 可 由 引 理 2.5 推出 : 
"TD 


allub, ir) S < DC ug, Hy) an Fu) S [ M, Medi 


zs i | " 
inf Enc v, ds 


< loli intl — ali; 


—-— IPA -grilles 


+h B 
Welly = 一 =] unl|_4,7, (22) 


对 于 Poisson YERI Neumann 边 值 问 题 
—An 一 f, Q 内 ， 


oe = dns r E, (23) 
同样 可 由 Green 函数 (15) 及 Green 第 二 公式 (16) 得 到 Poi- 
sson 积分 公式 . 


u(p) 一 -| GCp, 2] up das’ 


s los 
+ Jj Gp, p)fCp ap, peo (24) 
及 自然 积分 方程 


mD = | [E eto | wl pode 


On On 
+ IE GG g)| f(p)dp, per. — (25) 
将 上 式 写 作 
za (Pp) 一 {| E GC. p] Hp dp 
[o 


-一 | Sadar CCP] weer, per, 


使 可 见 , 它 与 由 Laplace 方程 的 Neumann 问题 导出 的 边界 积分 
方程 有 相同 的 自然 积分 算 子 ， 内 是 左 端 已 知 项 有 所 改变 ， 于 是 利 


er 


用 定理 2.5 即 可 得 到 , 24 
gU» = up 一 i| |2- G(p,p | {Pde 
g 
满足 相 容 性 条 件 


NOT -0 (26) 
时 ,相应 的 边界 上 的 变 分 问题 
求 mE HiT), 使 得 
b. 9.) 一 | ends, Vo, € HCP), (27) 


在 商 空间 Vr) 一 AiCTP7AP。， 中 存在 唯一 解 ,也 即 自然 积分 方程 
(25) 在 VAT) 中 存在 唯一 解 。 由 于 在 Green 第 二 公式 《16) 中 
取 v»-—G(p,p) R u—1 可 得 当 peo 时 
0 ? , 
-| 2 G(p,p ds = -| AG(p, p)dp 
一 | Sl(p— p)dp-l, 
便 有 
| eds m f moas ( (T1, [2 oto] as} roe 


D 


Š 1 i odia j 10577 


HAR AER (26) IER Poisson 方程 Neumann 边 值 问题 的 相 
容 性 条 件 〈14)， 

后 面 几 节 将 只 讨论 i 一 0 时 的 调和 方程 边 值 问题 的 自然 边 
界 归 化 。 


$ 4. 上 典型 域 上 的 自然 积分 方程 及 Poisson 积分 公式 


通过 Green MACH, Fourier 变换 或 Fourier 级 数 法 及 复 
RIDESHARE BA LS, MARKEE 


» a5 ° 


圆 外 部 区 域 的 自然 积分 方程 及 Poisson 积分 公式 ， 


$4.1 2 为 上 半 平 面 


EER RRMOMWAYr h, WAAR ?一 0。T 上 的 
Ph ERT ADR y hi E 

1. Green RHE 

aic i A 


ECp,p)— finite P+ Cy yY], (28) 


D ey Green 函数 为 
(x—-27¥4+GOty¥ (29) 


G — In 
SD (sexe Y B G-—yYY 
gu 
fe] is] 
— —G " T 
s 8y (p P) 0 
x [Cx — X 2T 十 "I 
E t 
e mm 
一 一 Gp, p = lim -—— G(p, 
557 (PoP eae ier iss zog CP E 
: 0 y 
alim. se. ee 
$^. OF « [x — xy 4 yl 
zeii 1 


at CES ES 
yo. xlr—x)y-yl s(ix—ay 
MMC cL M MM Poisson 积分 公式 


u(x,y) pd ip c ud uCx ,0) dx , y = 0 (30) 


及 自然 积分 方程 

Ou gard Sees) y. 

On €F 0) p Lae att E GI) 
或 写作 


AAR w(x) 有 紧 支 集 , 则 广 叉 涌 数 卷 积 满足 结合 律 ， 于 羡 
自然 积分 方程 《33) 也 可 化 为 


ux) = —— k mla) = |+ xa'G)| * ux) 
«TX TA 


一 -x [8 (x) X w(x) ] 一 Gn, (34) 


PA Cauchy HERH, 

2. Fourier 变换 法 

Fourier 变换 有 多 种 定义 。 例如 至 少 有 五 种 不 同 的 定义 分 别 
RF 142,75,89,93] X [108], Mee MARS. APRA 
下 定义 : 


FCE) ~ FEN ~ | edas (35) 
Katar Hoy 

KOA m st) - AY etree, G6) 
Bin, F= 2288), Fla, F |---| =I eI, 


等 等 。 在 此 定义 下 成 立 
F ijkg]) = Fil. 7 sg, 


Fifegia LFUF La), (37) 
"E oe 
F Fel is (f), 
zs = F [itj], (38) 
以 及 Paseval $A 
| orem l| ircores, (39) 


其 中 FCD — F Lf) d. 
对 调和 方程 


= 88 * 


Pu Fu 0 
Ox Oy 
关于 变量 * 取 Fourier 变换 ,得 到 
PU ria 
dy ME EU 0, 


其 中 
UEI) m Fx) m | ous, Ms 


为 osx.) 的 Fourier 变换 。 于 是 可 解 得 

UCE,y) = e DC 0)。 (40) 
XX ER B FT RAO RRS EREDR RAR. HTO AE PH, 
Y > 0， 故 遂 解 中 含有 e" 的 项 已 被 舍 去 。 将 〈40) 式 再 对 变量 
YOR SR, [SUR 


ee U(£,0) = |£lUCE,0), (41) 
又 由 于 
¥ 一 gu 
= Fe + zi E At) 
及 
F I-A — £l, (43) 


分 别 对 (40) 及 (4D 二 式 取 Fourier 道 变 换 即 可 得 Poison W 
分 公式 G2) 及 髓 然 积分 方程 《33)。 

上 上 上面 用 到 的 Fourier BHAA (42) 可 以 证 有 明 如 下 。 

S pee] md J eite MG 


2m s-o 


= ES i eS 6s "gr 十 L erar] 
Az 6-9 0 

el ( Y: 2 c ) RON ALONE 
2x 4x t y it — y a(x? + y!) j 


其 中 用 到 了 当 y > 0 时 


lim e** — lime sy = 0, 


i£-—- f-——- 


ilg (43) 式 可 以 这 样 得 到 ; 设 名 [f(x)] 一 J£]. W 
—ixy = d at 
S [Cif IP F [fo JE 上 | 


= 20(e)— |l. 


从 而 
i M 
iC) Is 
3. 复 变 图 数 论 方法 
CRRA 2 节 给 出 的 调和 方程 的 解 的 复 变 沙 数 表示 , 设 als, 
y) 一 Rep(zx)， 其 中 plz) — u(x,y) + iv(x, y) 为 上 半 平 面 的 
解析 函数 ，z m z+ iy, HG Cauchy 积分 公式 
p(x,0) = 1l U qx ,0) dz 


mi i-e x — x 
RUNE ED, 可 得 
olr, 0) m A DT 890 ay m Lou), 
-一 X ux 


iv l “œ Z 
于 是 由 Cauchy-Riemann 条 件 ， 


Ou Qv 
wm ——- ft) = —. 
u,(x) 5 EF ) 8 (x,0) 


- 一 二 * ux), 
wx 


此 即 自然 积分 方程 (33). 
当 为 下 半 平 面 区 域 时 ,边界 T 仍 为 + 轴 , 但 T 上 的 外 法 线 方 


向 为 y 轴 的 正 向 ， 2. = 27 局 样 可 通过 上 述 三 种 途径 得 到 相 
应 的 Poisson 积分 公式 
ulx,y) = 


及 自然 积分 方程 


» 90 © 


SEN, ae 
eran y Rela)» y «0 (44) 


Wx) 一 一 二 k ule), (45) 


后 者 与 0 为 上 半 平 面 时 的 结 朱 (33) 有 完全 相同 的 表达 式 ， 


54.2 OQ 为 国内 区 域 


X ROAA RKR O 的 边界 在 极 坐 (re, 9) 下 即 为 
T = {《r,0)| 屋 x}， 而 TT 上 的 外 法 线 方向 正 是 7 HA, 
a 
On âr ` 
Aux R=1, UZRA NARKA, 
1. Green AA 
由 基本 解 由 发 容易 求 得 调和 方程 关于 单位 辐 内 部 区 域 的 
Green PRAY 
; 1 | + £r? —2rr cos(0 — O 
uve a 
Hp (0,9) ER (07,90 分 别 为 及 r 点 的 极 坐 标 。 h C6) 可 
得 


《46 ) 


1 一 7? 


f=. 2a[1-+ r? — 2rcos(8 — 0 ))" 


| OG ls : | OG | 

wa doa | 

Ondn’ r= rao OnOn ira 
J 

8 一 多 


4azrsin? . 


于 是 便 得 到 单位 园 内 调和 方程 边 值 问 题 的 Poisson 积分 公式 
u(r,0) = i[ | OQ—DPWO,QU) —— dd, Zril 


xh L—+r? -—2rcos(6 — 0) 
(47) 
及 自然 积分 方程 


> d 。 


| H 48, (48) 


x Jo oe 
:2 
或 写作 卷 积 形式 
u(r,8) 一 ETAT UO sral, (49) 
及 . 
#0) = — * 8), (50) 


4rsin3 — 
2 


其 中 * 表 示 关 于 变量 6 的 卷 积 ， 卷 积 积分 CS) 的 积分 核 为 强 奇 
异 积分 核 , 故 这 一 积分 定义 为 广义 画 数 意义 下 的 Hadamard 有 限 
部 分 积分 。 eT 


-< (La g £) = lag Le), 


4rsinz 一 


和 (50) 也 可 化 为 
TOL NE Ko) | mC0) 


— Lag 2 xe [0°(8) (0)] 


= cg 2 kul), (51) 
2x 2 


其 右 端 的 积分 核 仅 含 Cauchy 型 奇异 性 ， 
2. Fourier 级 数 法 
已 知 单 位 圆 内 调和 函数 可 表示 为 如 下 级 数 形式 


"E Y aur "lee, 
其 中 a, = 4,,n = 0,1,2, FE 
a(8) — «(1,0) ~ DHIA 


= 92 * 


0) 一 Ou (1,8) 一 > lala e", 
Or Dm 
令 u= Pkmn, t, = Kx, P= > pe, K= b» ko, 
便 得 
g,ri*! 一 LEP ATs» lala, — 2k. Gs, 


从 而 由 pe hrs 及 如一 于 可 得 
= : 1 LII: xc. 3 LENT < p^e inf 
P 20 4 d P e ir e ) 


TON E eu EA AL ) 
2a «1 — re? 1— re 


l — rê 


2x(1 — re?) — re^?) 
1 — zr? 
= . sral 
2a(1 + r? — 2r cos) = : 


ez : 1 
RSet iii 
bes 


-o 2r 


其 最 后 一 步 将 在 下 面 证 明 .。 于 是 立即 得 到 Poisson 积分 公式 (49) 


及 自然 积分 方程 G0). 
在 上 面 的 推 革 中 用 到 了 如 下 二 个 引 再 , 今 证 明之 ， 


引 理 2.4 Bue > ae, y > b,e'*^, Wi 


= 


wv >” (2Qra,b, ei, 
B| u ok "Bj Fourier 展开 系数 为 ww 与 v 各 目的 Fourier 系数 的 
RAJ 2z fi. = 


. 93 * 


uxy 一 B «(9 — 0 )v(8 )a8 
v6 
an = = 
wr im(O-6*) TTA 
f 2i pt 2; beds 
= Sac Sy [ enag 
—*» UE BE 


= >> a, ci"? 21 22b,64, 一 2a > a,b, et, 


其 中 
n 3; 4 c 
’ gi 9 48 一 226 pp = | 2i k Ms 
2n iD, k 2c n 
5H 2.5 AS SORTE 

E 1 
25 + [nl e^ — ERANT, 652) 
-< 2x 4asin? — 


证 ， 册 广义 函数 论 ( 见 751), BSR: 
hith tees bh tees g, 
其 中 8 仍 为 一 广义 函数 ， 则 根据 广义 函数 导数 及 广义 函数 列 收敛 
的 定义 ,对 任意 基本 函数 p, RY 
Ch thi ee + hap) = Ch, t kh + rae + h.,—») 
—(2,—9) = (9.9) 
也 即 广义 函数 级 数 可 逐 项 求 导 数 : 
Rib hy tees bhatt = ev, 
TEKRARA SE BUTS Uc Ar RM 


cos 十 > cos 208 + 了 cos39 十 n 


一 >) L cosex6 = Re L gind 
n 


a=l n=) 


- Re (m 5) 一 —In 
1 一 e? 


2 sin B 
2 


e 94 * 


其 中 0-8 一 2z， 看 作 广 义 函 数 级 数 和 逐 项 求 导 数 , 可 以 得 到 
din 6 sin 20 -- sin30+ --- eei | 


再 逐 项 求 一 次 导数 , 便 得 广义 少数 意义 下 的 级 数 公式 
cos Ó + 2cos20 + 3cos30 -+ =- = — 


由 此 即 得 (52) 式 , WR, 
注意 ,尽管 (52) 式 可 以 很 容易 地 由 如 下 演算 得 到 : 


> a |a|?” am I$ 2ncosnÓ 
~a 2x 2x21 


1 a 
~ LI cos) 2" [2 cos nð — 2 cosnÓ cos 0] 
; > 8 + 16 
E t [oen ries ong 


— cos(n — 158] 


1 i " 
DES ix(i — cos cos Y > Zn cos n — 2; (5— 1) cos n8 


一 > (n 十 1} cos n0 | 


1 二 
Tix — cos) 4ysin? 9. 
2 


但 由 于 > 700s nO 并 非 收敛 级 数 , 故 上 述 演算 只 是 形式 上 的 ， 事 
xb, 02) 式 左 端 是 一 个 发 散 级 数 , 在 经 典 意义 下 并 无 定义 ， 


3. 复 变 函数 论 方法 
设 调和 方程 的 解 为 «= Reg), pl) = ut iv EMAL 


WEITE, MA Cauchy 积分 公式 


+ 93> 


Ha) il 
a pas dz ; (9 
kh met ret, 可 得 

mA) + 146) em L| DC) + i91 


(1 Fiet = =) ae. 


取 虚 部 便 有 
a() = L|" [vs 0) + mal ctg 
髓 利用 Cauchy-Riemaun 条 件 使 得 到 


= ÜU (ga. Ov ca _ uF) 
une SNO E mos xg 


90- g 


| ad, 


ICRU A ARATE Go), 

4. 3E 45268 R REG A 5. 

WLR EG SAA DEAS RE 031829 R ES RR 
部 区 域 .此 时 有 Poisson 积分 公式 


R? 一 r? 2n Jw 0 
7,0) 一 ———— es 
u( ss ) lx | RU: r? 一 2Rrcos(@ 二 9) dd. 
Isara R, (53) 
上 及 自然 积分 方程 
i uO) — 
} ) ——— » 
uO) 4x R Jj 2 O-— x d 
2 


$4.3 O Wm x 


轩 外 区 域 的 边界 仍 为 圆周 上 一 {Cr,8)1r 一 R}， 但 应 注 章 ， 
此 时 工 上 的 外 法 向 导数 为 a: - = . SR R= 1, IER 
位 图 外 部 区 域 ， 同 样 可 以 通过 三 种 不 同 的 途径 得 到 单位 圆 外 调和 


» $6 4 


方程 边 信 问题 的 Poisson 积分 公式 
r —1 


u(r,8) 一 一 一 一 一 一 一 一 
ne 2a(1 + r? — 2rcos8) 


ae), r >t (55) 
及 自然 积分 方程 


au (0) 一 ——L— x C0), (56) 


4orsin? — 


后 者 与 关于 单位 圆 内 区 域 的 相应 结果 (0) 有 完全 相同 的 表达 式 ， 
M Q 29251525 RN BSB RE, Mj Poisson 以 分 公式 及 自 
然 积 分 方程 为 


u( r,8) 一 po —Ó— dË, 

2x h R+ r —2Rrcos(8 — O) 

r>R (57) 
及 
1 lax sy 6 
py ae tl ag 58 
nd eer. a 
sin "n 


$4.4 儿 个 简单 例子 


下 面 流 几 个 简单 例子 来 验证 上 述 典 型 区 域 上 调和 方程 边 值 问 
题 的 自然 积分 方程 及 Poison 积分 公式 。 为 此 先 按 定义 计算 几 
个 常用 的 Hadamard 有 限 部 分 积分 及 Cauchy 主人 第 积分 ， 


5 TE b 
1) f.p. | $dx = lim !l deck f E ras 2} 


£D ea x? 
soo lg € b B Bi 
ENT He: 
a b 
其 中 ga 三 0 < 三 5。 特别 Ep. | 二 一 


. 97 * 


2) fp. [-— Lj 467 lim {| (t) 


sin? — T RA 
2 2 
s 4 -a = 1 
*tp| 240 4- (Í +f ) 40) 
-sz -r E + 2 8 
sin” — 
2 


— im [T H + 0(#)| d0 — È + Aag ij 
= lim eee -ij 


lim {4 |z 2-5 ocn] ~ 2j =, 


E anes 


及 


3) p Zu E E 48 = lim Zu etg 2 46 十 Ü ctg 2 a0 
- im [- se £ ao e fe ae] =o. 
BR, BR 0) 非 奇 异 , 则 
p.v. NE 2 K(8)48 
7 im {È cig poyda + |7 otg S code 


一 lim aet jóodi + | ctg 全 K(0)49| 一 


其 中 1 一 一 9 

fll. 为 上 半 平 面 , xy) 一 1 为 @ 内 调和 函数 ，mtks) 一 
1。 于 是 根据 自然 积分 方程 《33) 可 得 

+ 98 * 


u(x) = -i Lux) = -l f.p- | 1 dx = 6, 
HRES 
EN Y ge Mn 
ux) ay (x, 32], = 0 
相符 ， 再 将 w(x) = 1 代 人 Poisson 积分 公式 (32), MA 


| 14 
Bop lues m pps 


一 d arctge [2a = l, 
x 


其 中 :一 了 ,得 到 的 正 是 要 求 的 结果 . 


$2. O 为 单位 贺 内 区 域 ，* 一 dey = z sin20 为 0 内 调和 
函数 ,mw(0) 一 u(r,0)|,—, 一 sin20, 于 是 根据 自然 积分 方程 (50) 
可 得 
u,( 8) = "— eee PPO = er Br ovr aad 


4arsin? -一 


^ 
~ 


SE f. f sin 26c0s2:77 — cos2@sin2& ae 
r 


4x NET. d 
SIR" --- 


一 一 十 { sm2e f.p. | C -— ~= Beos? 1)" 
- 4x rA, 
sin 
g 
一 cos28 p.v. "" m 


2x 
as sale sin 26 | m i df = 2sin28. 
a o 2 


此 式 也 可 由 


1 1 二 
u,(6) = B * (0) 一 P >) ncos nÜ:k sin29 


4xsin? -一 a=1 


e 99 « 


1 iz : R 5 I pr 
= 一 Zaf Ccos nO cos nf + sin nOsin në ) sin 20d 
w and Q 
"ANT 5 c , 
= 一 sin 20 | sin’?20 dP — 2 sin 28 
x a 
得 到 。 这 下 与 


uO) = È ur, 0) — 2sin20 
ðr 
HIF. ER w(0) — sin20 代 人 Poisson 积分 公式 (49)， 便 有 
"ONT | (1 — 7)sin2(0 — 8) ag 
-* 2x€1 + r? — 2r cosg) 
l — r? z) sin 28 cos20' — cos2@sin 20 18 
2x /xr (1 + r?) — 2r cos 
l cos 20 
S (1+ r°) — 2rcosf 
26 MICE 2cos'8 — | 
; (14-7) — 2r cost — 2r cosÓ 


~ - -一 一 sin 28 dg 


n 


upset I 
ir[0 er?) — 2r cos 8] 
à 
-a Ji sin291 一 : Tr x 
zr àr 
| 小 , 1 
十 ——- 一 一 一- 一-- -dt 
o (lL—rYt+C+try¥? o 
anty 3 
= i r inzof- Ltr, 
mt 2r 


1 + r' íi 1 } 
十 一 一 一 一 一 dx 
rC1 ~- r?) | 十 x’ 


2 
inao f- Er y 


r 


l +r‘ 


———— ——— arc!ig x 
r(1 — r?) P 
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i à 
ETE sin 20 i Rd aps ra] 


wr 2r 2rCl — r?) 
= r? sin 20, 
其 中 作 了 变量 竺 次 IT wo 及 > 一 - t。 此 式 也 可 由 
eI sl NETS 


2u(1 + r? — 2rcos@) 


= b 4 pe^? x sin 26 
s on 


LS 上 P E STTEL Ls 


7c 221 


2x 
— r! sin = sint? dE = 7? sin20 
4 


得 到 ， 这 正 是 要 求 的 结 


H3. 0 为 单位 圆 外 区 域 ，% 一 p — cos 6 X) Q 内 调 


TIER, w(8) 一 u(r,9)|.—. = cosh, 于 是 根据 自然 积分 方程 
(56) 可 得 
u, (0) = f. p. { (———) cos (8 — Od? 


4rsin?-— 


— € | eos Ücos 9 + singsing py 
T 


> sin? 9. 
2 
= -i {cos fp. | (—— -2)ae 
ee 
sin” -一 


+ 2sin Ó pv | etg” ag) 
1 
一 -cose | (—2)48 — cos, 
4 0 
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lib zx thy n] gi 
— * cos 


Axsin? ©. 
2 


oes A. ncos nd* cos Ó 


w um] 


1 ix . r 
= 一 - 3| ( cos nÜ cos n&' + sin nO sin nO cos dg 
0 


T wal 


2a 
— G cos | cos'üdO = cos 8 
7T 0 


得 到 。 这 正 与 
#8) 一 Sum ee A =l cos 8|, = = cos 
Or r? 


EIF, BERE CO) 一 cos8 {RA Poisson 积分 公式 (55), lits 


P = |" (rD—i)es(8—90) 
(759) js 2x(1 + r? — 2rcos?) a 


Bey E | cos&cos 虽 十 sin@sin f yy 

2m  j-* Cr*+1) —2rcos& 

2 = 
六 一 ] e el cos 0 — .48 

(r? + 1) ETP. 

2 T 
zc l 2 [ £41 -1i| 48 

Žar [Cr? 十 1)7 一 2rcos6 


2 nto 
- J cos 0 {| 2r poi SET di — xl 


"m (r — Y +O 4 Ly? 
we cos 有 {| See dx—(r?— Dal 


2xr bb 
= S082 (a(r? 十 1 jarctgx|7 — Cr? — 1)x} 
oed 


= a + 1)z — Cr? ~ 1)r} = + cos 8, 
HegfeIyd mA = 21 Xrm LUE +。 此 结果 也 可 由 


+ 102 « 


2 
—1 
g) = — —À— 0 
NI) 2x(1 4+ r’ — 2r cos 8) UA 


D S 53 rorlei? 4c cos O 


2 on 
ia 2s 
yk S| cos n( 8 ~ cos Ode 
"* 5-1 2 
1 nf 2 4 1 
= 一 ”lcos 日 | cosidB e — cos? 
x 0 了 


f»). DIE RSA Re. 

上 画 通 过 赃 析 演算 对 几 个 给 定 区 眠 上 的 调和 函数 验证 了 下 然 
积分 方程 及 Poisson 积分 公式 ， 其 站 的 在 于 使 读者 对 自然 边界 归 
化 的 这 些 结果 有 更 具体 的 至 牌 。 当 然 柚 实际 应 用 中 ， 无 论 是 求解 
自然 积分 方程 ,还 是 在 求 每 Dirichlet WHA Poison 积分 公 
式 求 区 城内 的 解 函数 ,都 必须 采 衣 适当 的 数值 计 算 方 法 。 


$ 53. 一 般 单 连通 域 上 的 自然 边界 归 化 


由 于 当 自 变量 的 变化 区 成 经 过 保 角 映射 后 ， 解 析 函 数 仍 为 解 
析 跑 数 , 从 而 凋 和 函数 也 仍 为 调和 函数 。 基 于 此 ,可 以 应 用 保 角 了 瑞 
射 将 自然 边界 归 化 应 用 于 一 般 单 连通 区 域 ,特别 忌 求 出 角形 域 , 局 
KAREEM Green PREX. Poisson 积分 核 及 自然 积分 方 
BORK. 


$5.1. 保 角 映射 与 自然 边界 归 化 


老 在 揽 平 面 上 的 区 威 8 内 的 任意 一 点 “的 邻 域 里 ， 范 数 
w jl) 的 映射 满足 储 缩 性 不 变 、 旋 转角 不 变 并 保持 角 的 定 宙 ， 
MIRRA e 一 fGO 的 映射 是 区 域内 询 保 角 上 映射 。 sw = f(x) 
FERRO VALEUR ARN DTD URE: GO deo 内 解析 上 
导数 了 (x) 在 9 VERD SET XE. DOOR O 内 的 解析 函数 经 过 变换 
后 仍 为 解析 了 绩 数 。 于 二 根据 调和 方程 的 解 的 复 变 函数 表示 定理， 
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Pal AIPA ROD RE ANAK PRAT EA USCA, RRA DAA T 
BARAR fat 20 UR PPR, TEE PR CI — 6 B fai (5 
T] R3 PR f E R ARU a det [e] Ek O28 ER b UAE 
广 到 一 般 单 连通 区 域 成 为 可 能 。 出 对 其 它 类 型 的 微分 方程 ， 则 并 
ARMA Rin 29 RC. 

75 PRP O LMM RW, CE, P) 
为 关于 区 域 8 的 Green PR, 其 中 p= (x,y) p = (x,y) 为 
平面 工 的 点 ， 今 后 也 常用 复数 2c=xtiy, ome tiy 等 来 


PC psp’) NC 


K(p,p/) 一 -- ra Go.) 


分别 表示 Poisson 积分 公式 太 目 然 积分 方程 的 积分 核 。 根 据 经 旺 
的 位 势 理 论 ， TRES PS EE 越过 SE EAE 因此 对 
wpe, | Glp,2)| ^ s [S ,GCp,P)| BAB 
TE 

Hi E 0, 25 9 29 8 fr BA MIN, AEE Green EGR, 
Poison 积分 核 及 自然 积分 方 各 的 积分 核 分 别 为 


On On’ 


Giri |L—s9 2,2°€ 2, 
Jur Zu Ss | 
x , i 一 lz |? r 
Ple, 2’) 一 =, z€QO,2 ETF, 
2z|z —zj 
K(z,2) = == zz £T, 
riz — z | 


这 些 公式 是 以 复 变量 及 zx 表示 的 ， 只 要 以 z= r 及 z= 
re RA, BEIA CD X (0,0) 表示 的 数 知 的 公式 。 而 
当 @ 为 上 半 平 面 时 ， insieme 

G(z,z Dec 一 -la 


一 上 

总 TZ . 
eae z,2€Q, 

2 — 3 


+1046 


Plz, x)= -一 


— Imz, 2€0,2 EF, 
x z2— 2 |? 


K(z,27} = — 2,2 €T, 


ziz —2z'|?’ 

只 要 以 x—x-bdy Moi oer tiy 代 人 ,也 立即 可 得 以 (x,yy 
及 (x,y) 表示 的 熟知 的 表达 式 ， 

今 设 呈 为 平面 上 任意 单 连通 区 域 , 保 角 映射 w 一 FCs) ko 
为 区 域 6, BIR 4 一 4,，B 一 名 ，A,B&€0，A,8&&@, 则 两 
区 域 的 Green HRA Zn PARA (921) 

GCA, B) = G(4,B) — GCFCA), F(B)), (59) 

由 此 易 得 西区 域 的 Poisson 积分 核 及 自然 积分 方程 的 积分 核 之 间 
也 有 如 下 关系 : 


2n, 


—!F'(5)I AG (4,3) 


一 |FOG)IPCA,2) = I Fb) BCFCA), FG) 


(60) 
及 
= 8G(ab) L IRAR OĞ zy 
ReaD On, On, RAVER) AnA ni (2,6) 
= | F’(a)F'(b)| RC, 2) 
= | F(a) F'(b)|KC F(a), FD), (61) 


这 里 2,b€00, a,b € BÓ, a à, bL. 

ELT SE iat E BUS ESI Pre 35 a iii fg fal (o v né 
AARRE, t. BY TE DR. Ae (626. EF SESE TRE s i 36 Gr LPS SD 
REBAR Green PHM, Poisson 积分 核 及 自然 积分 方程 的 积 
分 核 均 已 知道 ,于 是 根据 (59 一 61) 式 ,只 要 知道 单 连通 区 域 9 到 单 
位 圆 内 部 或 上 半 平 面 的 保 角 映射 w 一 F(z)， 便 可 得 调和 方程 关 
王 区 域 @ 的 Green HRM, Poisson 积分 核 及 自然 如 分 方程 的 ER 
分 核 。 

设 保 角 映 射 w 一 F(z) 映 8 为 单位 圆 内 部 , 则 关于 区 域 g 有 


FCE 


1 1 — FGOFCZ : 
G(z, 2^) = 7 In 2 > 2,2 € Q, (62) 


y af _ ECO — | FC) }*) Q , 
PL ` ) OS FOE =. F(x’) |? > zé, z ET, (63) 


x a IEE) " 
K(z, ) Ec ZEN z,z €T, (64) 


RAR w= F(a) PROM EYP. RRO 


I F 一 F(z , 
G(2,2’) = = la Zaz ED, (65) 
| Cao 


Plz, 2) = ImF(z), 2€9,2° ET, (66) 


a| F(z) — F(z)|! 


ee, A LE GO FC?) | "E 67 
K(z,2') VIP = FYI? zz ET, ( ) 


由 于 1P(z)| im (EG — FG. iy Cae) Ee 
Li , E i 


| 
=z’ | z — 


”时 的 奇异 性 总 是 -一 js 型 , 即 与 具体 的 区 域 @ ER. 


85.2. 对 角形 域 .扇形 域 与 矩形 域 的 应 用 


利用 保 角 映射 及 前 面 导出 的 公式 (62 一 64) BR C65 —67), 可 得 
关于 如 下 一 些 区 域 的 调和 方程 的 Green ARM, Poisson WOK 
及 自然 积分 方程 的 积分 核 。 

1. 角形 威 


Q = {Cr O)locecocxnt, z = re^, 


由 保 角 映射 w= z* 映 角形 域 0 为 上 半 平 面 ， 可 得 关于 角形 
域 的 如 下 结果 : 


Glz) — + in as š zz EQ, 
pag 
Plz, z) 一 LED ; Imz", zE, z T, 


K(z,2) 一 alz e z, z EF, 


z 2? 
a P3 — asl 


特别 , 当 qe 时 ,有 Poisson 积分 公式 


a eee m 2oExu(x.,0)  —— , 
(459) x ?| [x — y fie +x} + y!] E 
+4 ay | 一 y «(0,y) 

d [i + Cy! ite + Cy 十 yy? 
及 自然 积分 方程 
#,(2,0) 一 -4 e v PIN, 
EL... 
ap (2454 y aO, y day’ > 


u(0,y) — — 22 uz 0) dx" 


24. (a^ T yv 
S Y 
A Ge pay y ay. 
2. BEAR 


Q = {Cr,0) IPM gz = re 


由 于 n= (2) RRERO DEKANA, a= E p 


i0 


十 半 单 位 加 为 第 一 象限 ，w = 好 映 第 一 象限 为 上 半 平 面 , 故 
NE 8" +R" 
(+) 


映 和 扇形 域 0 为 上 半 平 面 ， 从 而 可 得 关于 扇形 域 物 如 下 结果 : 
GE )— 1 in ie FURE — (ni, 
|a” — EH R* 一 (zz7 引 


P(z, ya WE ut set at itt) 
a|(R* — (az')*)(z* 一 as) 


zz EQ, 
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2#€Q0, 2 eT, 


pp 
eae us irc JEn MER c. s,z' €T, 
ef | CRE — (ss °) Get ~ 24)? 
3. FETE BR 
Q = 1G» -< 0« y A, z= r+ iy, 
其 中 
dt 
A -2 T on 
N — AU — £p) 
Li dt 
h=) 一 一 一 一 ~， 
| JG! — DG — RF) 
FH ER FE A 


., $nz — snz 
BEI O 为 单位 圆 内 区 域 ， 可 得 关于 第 形 域 的 如 下 结果 : 
|snz — saz’ | 


=> z,z €Q, 
|snz — snz'| 


G(z,z)- A. ln 
2 

P{z,z) = ei ene ns 1 Im(snz), z€Q,z ter, 
z|snz — suz}? 


_ [enzdnzcnz’ dnz’| ` 


K(z,2) = zz €T, 


x|snz —snz/|^ ' 


其 中 snz, cng 及 dnz HARAR, 
$6. 自然 积分 算 子 及 其 逆 算 子 


.自然 积分 方程 尽管 在 形式 上 属于 第 一 类 Fredholm 积分 方 
程 ,但 由 于 其 积分 核 的 强 奇异 性 , 它 定 义 的 并 非 是 通常 意义 下 的 积 
分 算 于 ， 而 是 一 类 正 数 阶 的 拟 微 分 算 子 。 本 市 将 研究 典型 域 上 调 
和 方程 的 自然 积分 算 子 作为 拟 微 分 算 子 的 一 些 性 质 ， 并 写 出 它们 
Ry EET, 


* 10B » 


$6.1 上 半 平 面 自然 积分 算 子 
aaa an cart eal ABE RD 23 
u(x) = ar Xue) OS un), 
WE Fourier 变换 可 得 


其 中 f(x) 的 Fourier 变换 定义 为 


(=F 1101-7 r e 8 F(x) dx, 
令 D ~ 一 1-， 由 拟 微分 算 子 6D) 的 定义 
F Lo(D)u] — $8 
得 
H m = |Di ty 
ROLES EAA EWS RET: 9€ 正 是 1 阶 拟 微分 算 
Y ID1, RS 
-~|D|. (68) 
拟 微分 算 子 OC = |D| 有 如 下 性 质 . 
D 9€ x Aus) m L- | eta DEE 型 常 系数 线 
性 拟 微分 算 于 ， 
Hue) = FLEIRE] m | etel at, 


其 象征 a(x,£) 一 (6| 与 * 无 关上 且 为 的 1 阶 正 齐 次 函数 ， 队 而 
2 为 1 阶 强 椭圆 型 拟 微 分 算 子 ， 


2) Aua 一 | | 一 二 | we)de， Se 
Sey HX 且 除 了 在 RXR HAM “一 上 外 ， 广义 


BB 一 vy 为 5” 函数 ,其 中 R 一 〈 一 cvco)， 即 实数 
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全 体 . 从 而 该 积分 核 是 "很 正则 ?的 。 € 29 8 ESRB Ff, 也 好 mm 一 
Ku XE m 209 CT RRETH C7 PREX, REAR 
m 的 不 光 清 注 对 w。 的 影响 是 篇 部 的 ， 

3) X :H' (R) > HR), B. 


JOC ul < linli, Vue HCR), 
其 中 * 为 实数 。 这 是 因为 若 We IPOD, WA 

tut A | O HEVIEE ds < o, 
从 而 由 FLA u] 一 lela 可 得 


jÆ ai = 二 " OE ROI GIL: 


«L| aetas = tul < 00, 
2x JR 
RD A ue HOUR), PROC R LAY 1 MESET. 
这 里 ,函数 f(x) 的 HR) MBB Fourier 变换 定义 为 
à 
icol, - [2- |, a ero rac]. 
其 中 HE 一 FLO 为 fO) 的 Fourier 变换 ， 特 别 当 一 
0 时， 


icol [E f iere] 


= [È uoa]! mar 
正 是 通常 的 L? R. 

DE 算 子 dh nid IL. 为 算 子 I 一 |D\= 
-5k WERT, 它 是 一 1 阶 拟 微分 算 子 。 从 而 自然 积分 方程 
(33) 的 反 演 公式 为 

mia) = — iniri). (69) 
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=> reels [-2]- ea 


而 Oe IERGRLACK. OF MRT IK, BOUM tem 
常数 C，《 一 上 口 1z| 十 5 ) 头 都 是 on 的 逆 算 于 ,这 只 须 注意 
到 

SCC X u(x)) = KH | Cu(x)dx 


m [e | «Gs. n1 - 


但 由 于 ws). 所 应 满足 的 相符 性 条 件 , 便 知 在 《69) BRI — 
常数 是 不 必要 的 ， 


to pie 9. 
5) K D az" (70) 
这 是 因为 ,对 仁 意 f(x) 有 
1 I 2 
r |(— +) * (- +) &fG) mx '£| S [fo] 
= OF [f(x] CG) IfGD] 
d 
BEER Fourier 逆 变 换 即 得 要 证 ， 
”$6.2 贺 内 (外 ) 区 域 自然 积分 算 子 


今 仅 以 吕 为 单位 圆 内 区 域 为 例 , 妍 究 圆 内 (外 ) 区 域 调 和 方程 
边 信 问题 的 Poisson 积分 算 子 及 自然 积分 算 子 的 映 对 性质。 E 
Bj Fourier 级 数 展开 ,可 定义 单位 贺 周 TT 上 的 通 数 e) 的 H'Q) 


LIBUS LE 


SEP: 


e. 4 
Ifl, = [22 32 GP + lal, 


其 中 


L È Gem, 460) = DY ae, 


= - 


2x 

特别 当 5 = 0 Ky, 
= + 

TIONES E Y l| OLAN 


正 是 通常 的 L^ 模 , 
命题 2.1 Si AA HM EA Poisson RAA T. P. 
H Cr) > H(A), E 
|Pfl,osCifl.ir, VRE HOW), (71) 
其 中 s 为 非 负 整 数 , C 为 与 上 无 关 的 常数 ， 


证 。 设 f= Dla, xXx P EHT), WI 


Ua,r m 2x 57 Gat + 1) 4 |a, ,? < 00, 


由 Poisson 积分 公式 得 


1 一 r? 


Py ee 2. n 
f 2x (1 二 
= ms : LIPS ~ tag 
ar 2, re o2 aê ) 


a . 
mm » aa? ate 


f 


从 而 


IP fllio p i o Taa [o Burimin) rdrdó 
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一 > la, er pomme [ dà 
—2x > i 


= 2C|nl +1) 
Xm Si CP + 1-HlaP, 
MP fio = IP FHR o + IVC AHIR o 
-— Z0 S = ôP} 
2e 3 ins ete fens ds 


— 2x 5 — jal? + 2x > HILAK 


2208] #1) 
<2n È 0a. 
用 数学 归纳 法 可 证 
PIR < C, BY Ge DCHa P, k= 0,1,2, 
其 中 c, A05 Up ks NA 
IP flo < C, iG + Dau m WF gr 


由 此 懂得 要 证 结 具 ， | 
这 一 命题 表明 ， 原 边 值 问题 的 解 的 误差 可 由 自然 积分 方程 的 
解 的 误差 所 控制 ， 它 对 于 自然 边界 元 方法 而 言 是 很 重要 的 结果 
FRR AARON FRE RIKER ERT. 
命题 2.2 单位 图 内 (外 ) 调 和 方程 的 自然 积分 算 子 
AT) E oo 是 iy 


4 rsin? -一 、 
2 
-MER SKE s YLK, EO U EHT) p fd0 = 0), 


«1136 


证 , m fo Plot eH), W 22 D (a + 1Y o, 
«co, TEH 


Sci 一 一 


1 
a * =r - > In| e'*? 3k de, ei? 


4s sin? — 
2 


o5 
- 2 In | a, e'*?, 


NOC FI, m 22 SD eG ym [aut 


Sle > (+Y La, U— fli<oo, 


in Ir e 
f 9€ 440 = | = Inla e" do = 0, 
故 X ie), RZ, # g= p3 be € ATT), W b= 


0, 22 2.0 iM" |5, < co， 故 必 存在 
= x ee 

使 得 Kj =e, H 

hr 


Pil 
| 


ifl = 2x 


aan 


* 4n D, TB | aoo, 
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BAe), LE g= A f= > lala? = 0, W [sje 
0， 从 而 f= an BE ERT), WHA 四 一 0， 从 而 了 一 0， 
于 是 线性 算 子 .9% :HCT) ~ E70) EA, ieii 
以 及 在 上 述 证 明 过 程 中 已 得 到 的 不 等 式 
NC fll. sc Hf, oci Els (72) 
af 2 
可 知 OC 为 工 阶 拟 微分 算 子 ， 
命题 2.3 Kp -—im 


?sn De gii d CA) 


自然 积分 算 子 OF HART, NET) -> EP) 为 一 1 阶 所 
微分 算 子 。 


证 。 设 Uu, >) ae, a= 0, jj 


x 


wfi VES E (NOU E ud LE UC Li 
OX thy 人 Bini’ =. 之 Inie Jk Dy ane 
nx 
一 >) aei = uy 


XU = > b,c, bo 一 09， 同样 可 得 ET Uf n= v 从 而 


NA VBS. 又 由 命题 2.2， 即 得 NH 为 Bg) 
AT) 的 同 构 , 且 


ls 2 les dog Biel, — (73) 
于 是 VY 为 一 1 阶 所 微分 算 子 ， 证 毕 ， 
-9%Y” 的 逆 算 子 在 形式 上 并 不 叭 一 ,因为 对 任意 常数 C, 
1 EE. 
(- om la | 2 sin =| 十 Cc \x 
雹 为 OC 之 逆 算 子 。 但 注意 到 «(0)€ ET), W Cx,C9) 
=0, REX HOU) 上 的 算 子 , 附 加 这 一 常数 是 不 必要 的 ， 


this 


单位 贺 风 人 4 外 ) Rai Ei n UU EL ARE (50) 
RX (56) 的 反 演 公式 为 


m(6) = — = in 


或 写作 
MCO) 一 二 | (642 = — Lin 


{ (1x ' 
2sin 2) acu (9) + + 1 (046, (74) 
2 2g Je 


2 sin 4 水 ze(D)。 


(75) 
注意 ,在 已 知 O ALES A RAD DE 75) 求解 4, (9) 时 ,还 
必须 附加 条 行 : 
u,(0)d0 = 0, 
这 也 用 当 于 将 积分 方程 (75) 09 


2a 
uit) E | 1, (8)48 
amo 


= (- 一 jia FE )s 4, (8); (76): 


RH CUR SEE. (76) CHAT Cku = 0, 
命题 2.4 单位 加 内 (外 ?调和 方程 的 自然 积分 算 子 .% 满足 
如 下 关系 


9 


2sin 一 
2 


只 须 注意 到 对 任意 函数 yp S— Sp 有 相间 的 Fou 
rier HIRR SETELAH, 
上 述 诸 命题 不 淮 推广 到 半径 为 R 的 加 内 (外 ) 区 域 
$7. 自然 积分 方程 的 直接 研究 


在 第 3 字 中 剖 利用 自然 边界 妇 化 原理 ， 借 助 于 关于 边 值 问题 
皮 其 相应 的 变 分 形式 的 既 有 成 果 ， 得 到 了 调和 方程 的 自然 积分 方 
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程 及 其 相 训 的 变 分 问题 的 解 的 性 质 ， 这 里 将 对 典型 域 ， 尤 其 是 疯 
内 (外 ) 区 域 的 调和 方程 的 自然 积分 方程 的 上 其 怀表 达 式 进行 直接 研 
究 , 以 得 到 相应 的 双 线 性 型 的 对 称 正定 性 、V- 精 圆 性 及 连续 性 ,并 
进一步 得 到 变 分 问题 的 解 的 存在 唯一 性 、 解 对 已 知 边 值 的 连续 依 
束 性 及 解 的 正则 性 。 
$7.1 上 半 平 面 自然 积分 方程 
已 知 上 半 平 面 调和 方程 的 自然 积分 方程 由 《33) 式 给 出 : 

u GO) = — a(x) = A la), 

由 此 出 发 定义 双 线 性 型 
Du, v) = EE vale) K uy (x) dx, 


命题 2.5 ASR MENARD AO 导出 的 双 
线性 型 Du, o.) 为 空间 HIT) 上 对 称 正 定 连续 双 线 性 型， 


E. Dom) = | oS ude = | sies, 
-0 7 ~ Jm 


由 于 右 端 为 Hermite HK, TF RR 线性 型 , 即 得 DG, 
vo) "- Do, 4). 特别 取 Vo 7^ Hgs 可 得 


D(1,,14) 一 证 | lel nA E SO, 
TT woe 


等 号 当 且 MM ime, BI a (fo) = cac), 18 Bl 
u(x) = C 时 成 立 , 其 中 人 C 为 任意 常数 。 但 为 便 C EHT), A 
须 C 一 0， 从 而 得 D(Cw,v6) 在 HIU 的 对 称 正定 性 。 此 外 ， 
Dlw,vo) 的 连续 性 也 容易 证 明 : 


1D vo) | <> | HEECH 
<b VIFF lA 
«(S P vite aay 


+317 - 


l3 
2 


(GE Vie lap) 


1 
PSP TN PA PES 


证 毕 ， 
由 此 可 见 ,尽管 一 二 处 处 取 负 值 ,但 由 Of 一 一 Se 导 
出 的 双 线 杜 型 却 是 正定 的 。 这 正 是 强 奇异 积分 的 独特 之 处 ， 


$ 7.2 ”国内 (外 ) 区 域 自然 积分 方程 


为 简单 起 见 , 仍 设 圆 域 半 径 R 一 1。 单 位 圆 内 (外 ) 区 域 调和 
方程 的 自然 积分 方程 由 (50) 或 《56) 式 给 出 : 


u (8) 一 — —À— s (0) = A mlO). 
Adda. 
2 
B cH E SORA HE 
Busse) 一 | v (0).9€ wl0)d0. 


513226 由 单位 两 内 (外 ) 调 和 方程 的 自然 积分 算 子 oO 导 
出 的 双 线 狂 型 Dno) 为 商 空间 HICP, LEYRE E 
V- 椭 到 连续 双 线性 型 ,其 中 P. 为 了 上 的 常数 函数 全 体 。 

证 。 设 mO) 及 (0) 的 Fourier 级 数 展开 为 


u(8) x = a,c", aa ays 


v8) ics b beh. 5. T Das 


这 里 对 Fourier 系数 附加 的 条 件 是 由 wO) 及 (0) BARB 
数 所 决定 的 。 于 是 


D(1,,0,) = P (ier) (> In lase?) ag 
— 2x > in ia,b,, 
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从 而 
Dv 5%) = 2x 5 In|5,a, = TCR e Dw v0). 
特别 取 s, = m, (E 


Bud a S Vil as 


等 号 当 且 仅 当 nlla]? — 0, n 0,41, +, BD a, 090, n= 
+1,42,---h RW. 此 时 m=, C 为 任意 实 常 数 。 由 此 即 得 
D( thot) 在 商 空间 HiCT)/P, iran 又 出 


Dmsm) = 22 > in| |a,|? = 2 eee +1 lel? 


以 及 


= inf fim — ool? 5 


Pp C» 


= 2x b (i! + lta, PF infi a, — Ct 


一 2x > (Cn? + Di lal, 


便 得 DCm, 05) 在 商 空间 MK 上 的 V-HEBMPSE: 


D.) > 7 LONE (78) 


最 后 ,连续 性 也 是 容易 证 明 的 : 
[Du st) | S 2x >) [ai lal |, | 


& 2x Dvr +! PAIA 


Me > (n! -+ 1)? la, a 


— 


a119 « 


: " > Cn? + 1». ib, |" 
— 


= lu gcrye, |t lentus. (79) 
ir, 
这 里 ,尽管 一 —  — 处 处 为 负 值 , 但 由 
4 x sin! — 
2 
KH = lL 
4x sin? 一 - 


导出 的 双 线 性 型 却 是 正定 的 。 这 种 奇特 现象 正 是 由 积分 核 的 强 奇 
异性 所 引起 的 . 

命题 2.6 若 已 知 边 值 «cH *(r) 且 满 足 相 容 性 条 件 ， 即 
m € H3), WEARRAGH 调和 方程 的 自然 积分 方程 《50) 在 
商 空 间 H#(T)/P。 中 存在 唯一 解 ， 

证 ， 由 上 节 已 知 ， 著 w。€ AAC), W (50) 的 一 个 解 mE 
HT) 可 由 反 注 公式 (74) 给 出 , HEF .YY1 =0, A m SE 
意 常 数 函 数 之 和 仍 为 (50) 之 解 。 又 若 u, = H m = 0, WW DG, 
wm) 770, 115|[38 2.6, 得 1, € P, MP, EH X 之 霉 空 间 . 证 
&. 

此 命题 岂可 由 命题 2.2 直接 得 到 ， 

定理 2.6 若 忆 知 边 什 £€H Ad) 且 满 足 相 容 狂 条 件 
| 40 一 0， 划 相应 于 单位 男 内 《外 ) 调和 方程 的 自然 积分 方程 
(50) 的 变 分 司 题 

求 mE Hi(T)， EF 
, (tos v0) m HORF Vu, € H (T) i 
ERSE Hi(T)/P。 中 存在 唯一 解 ， 且 解 连续 依 闲 于 给 定 边 值 


ik. HY s WERDER, KERZE Hi(T)/P。 中 
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考察 变 分 问题 807。 于 是 由 引 理 2.6, 即 可 根据 Lax-Milgram 定 
理 得 到 变 分 问题 (80) 在 商 空间 HIP, henk, 今 设 
m 为 (80) 的 解 , 则 有 

b. 


3 


LM 有 < Ds, 1) — \" 4, u,d8 
— int | onn — »,)d6 
< Jalla- nf le — volle 
= |x, la- | tal! Bera ie, 
BUS SCC. Ab (c RO e HE: 
Pol sers, < af 2 ulna. (81) 
仍然 利用 Fourier 级 数 方 法 ,还 可 得 如 下 正则 性 结果 , 


定理 2.7 若 ww， 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 w,€ H'(T) 为 已 
知 边 值 的 单位 疯 内 外》 调和 方程 的 身 然 积分 方程 (50) 的 解 ， 


1 >> 一 3 为 实数 , 则 we HT)， 且 
lel arrlryp， SE 343 ll tal ater. (825 


证 。 R lD = DS) ae, a, 一 到。 则 由 自然 积分 方程 


(50), Wi w(6) 一 >) inla, FË 


IA sti 一 inf IE? T vl}? rel 
r,EP H 


A TYP, (qa 


m Jg 2 E E17 + infle, se e1} 


a0 
æ 2x >) (e+ 1) lanl’, 
“ro 
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ae 
lu, lie = 2x >) Cn? + Yna,’ 


> = S (w + 1a, |, 
-— 


从 而 


ll seat]? ot < 2l ll? 
H (TYP, H 
由 此 即 得 〈82》 sk. WEN. 


当 :一 一 全 at, GYRA (81) 式 ， 


fq 


(82) 式 中 不 等 号 右 端的 系数 W 2 是 不 能 改进 的 。 这 申 其 证 
明 过 程 已 可 看 出 。 例如 取 mO) 一 cos9， 由 自然 积分 方程 (50) 
可 知 w,(8) 一 cosg， 于 是 


leall? s41 - MU ys IEA Nx HE g 
HO (IXP, atq 


便 使 得 (82) 式 取 等 号 ， 


$8. 自然 积分 方程 的 数值 解法 


著 罕 半径 为 下 的 图 肉 (外) 人 区域 9 上 的 调和 方程 的 ”Neumann 
Wine (3)， 它 等 价 于 8 上 的 变 分 问题 (10》)。 由 第 4 no, 
该 边 值 问题 又 可 归 化 为 含 强 奇异 积分 核 的 贺 周 T 上 的 自然 积分 方 
程 (54) 或 (58); 


à H E 1 
#09) AxR ,20—0 CO ) 
2 


— One OR 
åz Rain! 7 


= 122° 


因为 | 一 一 dg = 0, 
上 述 积 分 方程 在 可 差 一 任意 附 吉 常数 的 意义 下 有 唯一 解 ， 它 也 丰 
应 于 边 寞 上 的 变 分 问题 (19)， 其 中 


D(,9) = — M LÁ. s. s (8) (0)80 40, 


den tasin — 5. 


Po) 一 | s. (00 (094; = R (^ v (0 (0)49. 


H15|38 2.6 及 定理 2.6, D(is) X HIT) P, 上 对 称 正定 、F- 
梢 贺 、 连 续 双 线性 型 , 变 分 问题 (19) 在 空间 H*(T)/P, Pee 
一 解 ww。 而 在 求 得 » f. 原 边 值 问题 的 解 便 可 由 Poisson 积分 
公式 (53) 或 《57) BH, 

REN BATES RAD. BORE BRAEMAR. 29 
HAEL RAW. LOCH) 为 由 适当 选取 的 基 
函数 张 成 的 HIT) 的 线性 子 空间 。 于 是 得 到 《19) 的 近似 变 分 


SS 
R € SQD), 使 得 
| (83) 


D(ul,vi)- | vias, Vv; € Sí(T), 


由 于 $0) 为 HE(T) 的 线性 子 空间 ，Lax-Milgram 定理 依然 
保证 了 变 分 问题 (83) 在 商 空间 SOP, HEEE, 


$8.1 刚度 矩阵 系数 的 计算 公式 

今 利 用 第 一 章 第 4 节 给 出 的 积分 核 级 数 展开 法 求 近 似 变 分 间 
Ki (83) 中 出 现 的 强 奇 异 积分 FBG RAS Bee tec. EX 
二 次 元 及 分 段 三 次 Hermite 元 时 刚度 矩阵 系数 的 计算 公式 ， 

1. 线性 边界 元 

取 均 匀 剖 分 下 分 段 线 性 基 驮 数 
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x (8 — 64), 6, «0 <6, 
7t 


Fap (Oi — 8), 0; x 8. x 63445 ( ) 
0, 其 它 ， 
其 中 j= 1,2,--+,N, 6,7 1s, 显然 
1, i=), zu 
LO) = 5, = | : ! 1,277 1,2,-:-, N, 
Ü. R59 


» L,(0) —1, 
B (LOD)CH()cCH:i() i 
(6) = $1 UL), 


Hi (83) 可 得 线性 代数 方程 组 
QU — b, (£5) 
其 中 O=[giluxen, U = [UU] b— [b, +++, bnl”, 
bm R E: u (0) Lj(3)49, 
gi = DL) = - V — E LOL), 
” ” hat? 一 一. 
2 


EPT ATAP AARE. GRDHISS XE 4 节 介 绍 的 积分 核 
级 数 展开 法 ,应 用 广义 晒 数 论 中 的 重要 公式 


1 a 
B^ Š; > fti cos nO , 
T ast 


4xsin? 人 


它 在 经 典 意义 下 是 发 艇 的 ,但 在 HOS( 5 OHTQD) AORAR 
的 意义 下 ,可 逐 项 计算 如 下 积分 ; 


Fic fix 
> n| | cosn( — 6) L;(8 ) LO dr 40 
9 9 


= + 5 ni A L8) L^ ' Li(0)4 sin s(6' — 0540 


] e , DN ; 
T d 7 《6 六 & — 849 
1 21 (8) sin n(6’ — 6) 
8. 
-2| m sin n(0" — eye d8 
2a 24 


ae? 二 (2) »E ee L,(8)[ cosa (0 一 Bsa.) 


ls d w=) n 
— 2cosn(9 — 0,) + cosn(80 — 6;_,)]d0 
T" LN) S n p. i L;(8)d[ sin 2(8 — 634) 


2x n=1 P 


— ee — 8j) + sn »(8 — 0; 9] 


x es h 二 (| 一 人) [ sin n(0 一 Pis) 


— 2sin z(0 — 6j) + ms — 60; 4.) 148 


-I(N Si xl — Í[«cos28; ; , — 4cosnO,; 4, 
Zt Ld 


=i 


-+ 6cos nBÜ; ; — 4cosnd;_;4, + cosnO, irz 


? : 
-— N bs cos : 一 +2 Inr 
3 3 
4 n= 7 N 
— 4cos LSE tne + 6005 aus gg 


一 4cos = anx + cos —— 2nx| 


LAr, 


AN 1 ,nr j—1 
a . — sin 一 一 一 
EP N N 


其 中 6, — 3 2a. 上 述 计 算 中 进行 了 两 次 分 部 积分 ,并 注意 到 了 


插值 基 沙 数 在 积分 区 阁 两 端 取 零 值 ; 最 后 一 步 又 多 次 应 用 了 三 角 
PRN ROA WHERE. AW 
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a aet bs 
T ae 一 sin* a m cos T Ty 


k = 0,1; N— 1, (86) 
这 是 一 个 收敛 级 数 。 于 是 
Gi 一 00 一 9ii taf ™ d, tN, 
Q = [aan Jenn = (C00,0 * * 44-102. (87) 
上 式 右 端 表示 由 tlt tsiya 生成 的 循环 矩阵 


ag a, "a eae ONI 
ayy a, ^ ow,» "o-» €» GN 
Sarr > a; = Uy p = l; , N MÀ l 
-üi ü, ap ebaae fn ! 


9 为 N—1 狭 半 正定 对 称 锈 环 矩阵 ， 变 分 问题 《83) 在 商 空间 
S,CT)/ P, 中 存在 唯一 解 保证 了 线性 代数 方程 组 《85) 在 可 差 一 任 
BRA C= U Sc)? 的 演义 下 存在 唯一 解 。 由 


$» 一 R > 4, (8) L,(0)48 


=R NXO > L.(8)48 


m R N u, Dd = 0, (88) 
sr Eoo f SERLO SZ P e PE RAE DRE TRE TR 48 (95) 
的 相 容 性 。 该 方程 组 可 以 用 直接 法 ， 例 如 常用 的 Gauss 消去 法 ， 
也 可 用 选 代 法 或 其 它 方法 求解 。 
利用 近似 求 和 公式 
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eae aM 
>) sin'mbcosna œ | — sinfózcosoxdz 
n 0 rx 


»-1! 
1 i [ 
一 所 长 和 十 4 ln | 三 十 4 
32 lp b 


fa 2 
—4(4 42) in 
b 


Try +6{<) In i 


i a 


{a pe pu os: 
—4{5—2) In |= 2| 
a 2 | a | 
+ 人 一 4 In + - 4} (89) 
还 可 得 (86) 式 给 出 的 刚度 矩阵 系 族 a, 的 近似 计算 公式 
ES Ru + 2n ]k + 2| — 44 Dn 
[RF 1] + 64? In ik] — ACR — 1)’°la |k — L] 
+ -— 2}*ln [4 — 21) 
| Nl. 
= d,, & 0,1,-**, HEZ? (90) 
其 中 当 k= 0, 1, 2 时 ， 可 能 出 现 这 一 让 一 0 的 项 ， 此 时 地 
(k — ila lk —:| MBM. ABA {eho 中 前 几 个 之 
值 为 
A = £ n2 œ 0,882542, 
4, — - (91n3 — 16152) = —0.191438, 
læ 
4, = 2. (281n2 一 18ln3) ~ —0.116788, 
4- = (231n5 + 541n3 — 1441n2) = —0.0401361 ,+ 
等 等 ， 值 得 注意 的 是 ，d (X5 kA N 无关。 对 于 任意 N, 
只 要 取 序 列 (ahaoe 的 前 |) 十 ! 项 ,然后 利用 对 称 循环 性 
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+ 


即 可 得 近似 刚 度 矩 阵 。 这 对 于 加 密 淹 分 进行 多 次 计算 极 A 利 ， 
因为 前 面 的 4, 并 不 需 昌 重新 计算 。 此 外 , 由 于 来 用 了 近似 公式 ， 
出 度 甜 隆 也 变 成 正定 的 对 称 竹 环 从 孟 ,这 对 数值 计算 也 是 有 利 的 ， 
当然 ;由 于 实际 上 Neumann 问题 的 解 可 差 一 任意 常数 ,这 样 十 算 
得 到 的 只 是 某 一 等 解 的 近似 解 


近似 公式 (90) 的 相对 误 凑 大 约 为 o(i)- OU), REN 


RK, A ART RA SR. (BT 
Bede, GRIS C90) 式 计 算出 度 矩 阵 系数 与 利用 级 数 公式 《86) TR 
比 AEE RS ,例如 , 取 N = 16 KE C86) mUI 


2 代替 > PSB HY RIRE DIA N = 128 也 利用 (90) 式 
(3-0 IG ATO WIRE RN — 3E. 


2. 二 次 边界 大 
Bugs s 4 ey AR AR, BE 
qa C) = i ee S2 (91) 
tin BOHR | 
L(Ny (8 一 8,.,)(8 — 0,5), Oua S 0 S Os, 
2 x 
(8) 91 ;N 
pul) > x) (8 一 usi )(0 — 054;), 81 SOS Bus, 
0, 其 它 ， 
(92) 
E (XY (8 — 84.2(0 — 63), Ou- SO S bu, 
Pul) E | ii i 
0, 其 它 ， 
(93) 


P-1,2,::5,N, 其 中 = Key k=l Q2NQ, RA (ib 


H(Q)CHiQq), E 
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iN 


SY pl — 1, (94) 


k-1 
2N 
Wow) S Ujgp;(9)， 由 变 分 间 题 (83) 可 得 9U 一 6, Hh 
i=] 


Q za lg laxis» U = [U,,**-,U;V ， b= [5,, bul, 


2x 
b; 一 RÍ a, (9) p (Od, i — 1,2, ,2N, 
9 


á in ('2m ; 
qi = D(oi, o) — — | | 0 vi) 46 46, 
do .0—860 


4 xsin 
仍 利用 积分 核 级 数 展 开 法 ， 可 得 


Ne 1 /2N ， $3 nm —3) 
925,23 ur 2 ! E o sin 


iJ 
* COS 一 -一 一 一 28T 


X nee 1 
qdu-in-i 7 d > 23 (AN. sin Fa 一 cos e) l 


zm Lm um N 
+ cos 二 一 一 284, (95) 
AN XA LN nz \ 
;2 I Goy 5; mM --— — ei -一 — cos -一 
92j,2i-1 425 -1,23 an 之 AN N 
GN lnc 2nx ) 
ET ai r p E S 
ny N 
PE zie rs 


i=l, N BERRADA RR. 

上 述 二 次 基 函 数 族 的 好 处 在 于 满足 (91) 及 94)， 但 没有 利 
用 前 面 已 经 得 到 的 关于 线性 基 函 数 的 计算 公式 。 为 了 利用 关于 线 
性 基 著 数 的 结果 ,也 可 在 线性 基 范 数 的 基 确 上 ,在 每 个 单元 增加 一 
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Seer ee 


PEDES N. 9 "e 04.) > Oriz «0s Bass 


2m 
Pul) => N (96) 
2 F (8,,,, EEE 8) > 6; = 6 A TEE 
0, 其 它 ， 
N 2 
(8) j= N) (8 m 04) (8 m 05), 0, Sy ? 
Pr—1 T= | 
0 : : Ru Z5 


(97) 
; 一 1, -…,N。 但 这 一 组 其 函数 并 不 满足 (91》 E (99). 9 
ut — YUipi(6)， 


利用 积分 核 级 数 展 开 法 ， 可 得 相应 的 边界 元 刚度 矩阵 的 系数 计算 
公式 如 下 : 


> > ee 
ana = AN SY int TE cos =F ane, 


l EN? 1 f N . #x nx V 
Pimi- "T E 3 ZA ( X OS N ~~ cost.) 


ari n? N 
cos E> Inr, (98) 
8N? ] (x n 
Finzi Fai -1, 21 P >, : na sin — x — Cos -一 A 
sin“ — x cos 2 RW» 


1 一 1。 这 组 公式 出 95) 稍 简单 些 ， 且 其 第 一 式 即 为 头 
于 线性 元 的 刚度 矩阵 系数 计算 公式 。 

3. 三 次 Hermite 边界 元 

SRV FORK Hermite XR EA I: 
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i2 (Z) c - y à (之 ) (6 649%, 
| 8,., « 8 « 6; 
UO - NTY as af NY qo cox (99) 
(CRY t - ey 3 ( L) 0 — o +1, 
. 60; X; 0 x. G41, 
0, RU, 
I2) Je-s2»- 3 0-8. D 
0; , « 8 x 0j, 
(2 j (o — ey —2 (2) 0- 6,4-(8—0,), (100) 


0; x Os na 
0, XU, 


j7165,2,:-:N, 其 中 6, 1e, = Lye, 易 验 证 


pCO) 一 


aa ay P 4;(8;) = 0, 
uj (8;) = 0, pi(0;) = bis 
以 及 {LOU {aO cmaycautg. x 


ui(0) = >} [U;A(9) + Viui(0)1, 


i=l 


HEDERA (83) 可 得 线性 代数 方程 组 


I= 1,**-,N, 


其 中 
ES Qu Qu 
Q On "a 
Qu [DO 4) wey Q, = [DCnj A) J wrns 
On — [D(2,, n) luxu ; Qu - LDC 43525) Inxu» 
U = [U,,-.. ,Un]’, 了 一 上 7] ， 


b = [5,,--+,6y]7, e 9 [ccNl7。 
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怠 的 系数 同样 可 利用 展 分 核 级 数 展 井 法 逐 项 积分 算出 ， 上 夸 颖 只 为 


Q- PUMA (0,842577 5 85)0) | (101) 
((06,7,, m Eua) (Yu CA "SY ya?) i 
Ferh 
pe S ‘Ns nt LIEN AN in? iE dau y 


sin 


5 -Xs 1 j 18y int ÍZ sin È 2a + N sm 天 
N N N 


YT Tj ny 
~ | 了 — 1 d. 
[3 eos i 2w 十 7) 3 sin M 4n (102) 
一 12sin 二 às | sin jk xU 
N 
NA 1 E 
y, = —— sin? 二 a PETIT DS 
EP. 2 Poux N í N 


+ 6sin -L 4a ] -+ 36cos EE 
N |; N 


j 1K 


— 4sin -— xsin +t 3 | eos JA “+. 2a, 
N N 


k—0,1,--:, N 一 1。 这 些 级 数 也 部 是 收 合 的 ,而 且 显 然 比 (86)、 
(95) K (98) Arye Ra PR, XX EARE Sa BE O JE ER ff 
环 的 2N 一 1 FEB EXER ABER, 

$8.2 刚度 矩阵 的 条 件数 


由 前 已 知 ,、 芝 域 @ 上 调和 方程 的 Neumann 这 值 问题 可 归 化 
为 边界 T. 上 的 自然 积分 方程 


um | KYU Yd, pel, 


且 其 相应 的 边界 上 的 变 分 问题 在 贤 空 间 HOY REER- 
E. ẹ 


* 132 * 


HY) 一 we u*r) ||, vas = o}. 


它 是 HECT) 的 子 空间 。 于 是 上 述 变 分 问题 在 子 空 间 志 站 r》 存在 
唯一 解 ， 
设 由 (9 … pwG) HT LEWIS FHS BEI ME REGII. 


y 
§,(T) = [Xe tv, € R, pul, Zu 
j=! 


ST 一 lo, € $, (T) || vras a= 0 , 


其 中 RR 为 实数 全 体 ， 显 然 ,SCCHICT), SOCAT. 于 是 
得 到 上 述 变 分 问题 的 离散 形式 
p ue S), ee 


A 1 2 103) 
D(ul, vi) = F(vi), Yote SlT), : 


由 于 3,0 为 AIDE ZR), Lax-Milgram 定理 依然 保证 了 
(103 4¢ 75 ntt — HE, 


N 
Won UG) € S40), Em UU. 为 待定 系数 ， 


则 
Stu; = 0. (104) 
白 变 分 间 题 (103) 可 导出 线性 代数 方程 组 
QU = b, (105) 


其 中 Q = [qijlnxw, U = [U UN]? b= [5, ***, byl", 
94 = D(Gpi qi), b; = Pp), ijl, N. 
OR AWA THEE. CEN 1 SOWECEIEXÓABE. 在 约束 
条 件 (104) 下 ,方程 组 (105) 存 在 唯一 解 。 
现在 研究 风度 矩阵 O 的 条 件数 ， 有 如 下 结果 。 
定理 2.8 调和 方程 Neumann 边 值 问题 的 均 名 剖 分 分 BHA 
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注目 然 边界 元 刚度 盾 阵 的 最 大 特征 值 与 最 小 非 零 特征 值 之 比 为 
O(& *). 


i. i 230 DRIE EE O 的 非 零 特征 值 ， X, (x, ***, 
xy)” 为 相应 于 1 的 特征 向 量 ，XIX, 一 1， 
OX, = AX, 


> 1)", WI Qe — 9, Mitt 


e= eee N 
VN 
ie? X, = e*QX, = (Xie)? — 0, 
”由 + 关 0 可 得 


> Xi 0, (106) 
42s) = = x;g; C5), W] 


| CX 一 2 «| eCOds = pos xz; 0, (107) 
B. 


i= XiQX, T 2 xD; qi)xi Eas DG) no». 


i1 


击 双 线 性 型 DG n) 在 空间 HT P, EAE ME. V RS 
HE ESL 及 无 关 的 常数 a c 0 及 8 > 0,88 


alle, Cs) H ghryp, AS 8|xi Co? HTV, 
利用 插值 不 等 式 及 反 不 等 式 ( 见 [95,61]), 便 有 
Ness luke, < Cie Gllli«o Idee 
Es EL IER CP] PARIT 
于 是 


Y 
all x; Cf Py, SAS 4, 0 icryp,s 


sl34s 


Kika Br 均 为 与 天 及 》 无 关 的 正常 数 。 文 由 (107) 式 可 得 
hsaC lar = inf | te) — CY 

= int | 1s GY 9 c! — 2€ G)Ms 

= inf NCOL Cas 

- | a6» — Olie 
从 而 得 到 

DEO < A XO (108) 
最 后 ,注意 到 
Isole f | 2 ZO 


ui "i 
TY 2 | | [z ap; a5) + xpi) ds 


- X encre sano [ood 
其 中 om - ry, ps) = ow, Mit 
|" elder < ls Clin, < 3 |" pias, 
便 可 由 (108) 得 
0 一 5 f Ps S Late Lus < ie oC ds, 
BH ius 及 he AMPLO RARER NET i 


a 3Y 
"max e^ 二 
amin hi ch. um) 


«HD e" 一 OCAT), ie. 


击 此 可 见 ， 息 然 边界 归 化 显著 改善 了 原 调和 方程 边 值 问题 用 
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有 限 光 方法 求解 时 的 刚度 矩阵 的 短 件 数 ， 即 将 条 件数 乌 O 
降 为 O4p )。 这 也 是 边界 元 方法 的 优点 之 一 。 


$83 自然 边界 元 解 的 误差 估计 


在 第 一 章 第 5 节 中 ， 已 在 绕 一 的 框架 下 给 出 了 关于 自然 边界 
元 解 在 边界 上 及 在 区 域 上 的 误差 估计 的 着 下 定理 。 仿 将 那些 定理 
应 用 于 调和 方程 边 值 问题 的 崩 然 边界 元 方法 。 
设 xm(6)》 为 调和 方程 边 值 问题 的 自然 积分 方程 之 解 ， x 迪 (8) 
为 其 自然 边界 元 解 , 即 相应 约 高 餐 变 分 问题 (83) 之 解 ,其 中 Ss(T) 
为 在 8.1 小 节 中 已 给 出 的 分 段 次 基 消 数 记 张 成 的 边界 元 解 空 
则 ， 由 于 容易 验证 第 一 章 第 5 节 的 那些 定理 的 条 件 均 被 满足 ， 故 
可 直接 写 出 如 下 一 些 结果 l 
定理 2.9 《能量 模 估 计 ) 车 me HH) k>1, W] | 
LA LS uilo < ChE | us eur. (110) 
定理 210 (L HEY WE ow€eHt"(T) k21, H 


D: TOIT IC PA 


Wy 
a — ædle SS CAS! mol gai re (111) 
定理 2.11 (L” 模 估计 ) Bowen Cr), k—1,2,3,. H 
(7 (9) — «tC0)]49 = 0, 
则 | 


Ius — willy enS CAE AL larre (112) 

这 里 定理 2.9 及 2.10 的 佑 计 是 最 优 的 ,而 定理 2.11 的 估计 显 
然 并 非 取 优 。 

LLE 是 半 于 自然 边界 元 解 的 边界 上 的 误差 估 计 ， 假如 不 考 虚 
利用 Poisson 积分 公式 求 区 域内 的 解 函数 时 数 信 积 分 产生 的 误 
差 ， 还 可 进一步 得 到 区 域 上 的 误差 估计 。 设 * 为 原 调和 方程 边 值 
ERRARE, u^ 一 Pal 为 由 自然 边界 元 近似 解 城 利用 Poisson 
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可 分 公式 得 到 的 区 域 上 的 近似 解 , 则 有 如 下 结果 。 

芮 先 , 根 据 自然 边界 妇 化 下 的 能 量 不 变性 ,本 得 区 域 上 的 能 
Bi. 

定理 2.12 若 wc HT), > 1, W 

lu 一 4 ove, S = HH ES (113) 

由 此 式 可 见 其 精 庶 比 通 带 有 限 元 方法 的 精度 高 半 阶 ， 其 次 ， 
利用 第 6 节 的 命题 2.1, 可 得 区 域 上 的 L? Efi. 

定理 IIS 车 meer), £21, H 


M [u(8) — ut(0)140 = 0, 
ni 
le 一 u^ lr S CAS ab genre (114) 
EH poo RT REE As xmi ARCHIE. EUB. NM 
FEY aA B28 9 DE fe REB , E iS 2.11 可 得 区 域 上 的 工 ” 模 估计 。 
定理 2,14 p: Wa € H**(T), & = 1 233; H 
|" eC6) — wtC@)]40 = o, 
Xu 
ju 一 # rio S Ch 13 e b uar, (115) 


这 一 估计 仍 非 最 优 估计 。 上 述 估计 式 中 的 C 均 为 正常 数 ， 
$8.4 数值 例子 


下 面 给 出 利 月 分 妈 线 狂 、 分 没 二 次 及 分 跋 三 次 Hermite HA 
33 77 2073 ERREALI ERNAI PRIJUR A. eT R 
di 但 并 不 人 失 一 般 性 
. 1 分 下 线性 自然 边界 元 
将 上 一 小 节 的 结果 应 用 于 分 自 线 性 元 ,得 如 十 误差 个 计 ; 
Ils 一 uol <S Ch? as |], ro 
luo 一 uilen ss CE ln.r， (116) 
listo 一 uilitay S Ch? ?iloda,r, | 


e [37 。 


HH «€ HT), € 为 与 无 关 的 常数 ,后 二 式 中 的 wu RE 
[10C0) 一 (6)]d6 = 0, 


$1. 解 单位 加 内 (外 ) Neumann 问题 
Au(r,0) 一 0， OW”, 
| = cosÜ, Pie. (117) 


On 
利用 分 段 线性 单元 将 应 自然 积分 方程 导出 的 变 分 问题 离散 
化 , 并 为 了 保证 解 的 唯一 性 而 附加 条 件 Uw 一 0， 离散 化 得 到 的 
线性 代数 方程 组 用 直接 法 求解 。 其 L 误差 如 表 1 所 示 。 


E i 
| i 
PARN lus 一 blasen; J 比例 | 
-i 

16 | 0.2189023 x10 | URN | = 
64 | 0.1408059 x 10-* repe pro 

| T | 3,979096 e y= 
128 0.3538640 X10-: | 64 

j 


计算 结果 表明 L' REX OC") Wr. 
$2. 解 边 值 问题 《117)， 但 用 起 松弛 迭代 法 求解 自然 边 究 
元 宛 散 化 得 到 的 线性 代数 方程 组 。 由 于 达 代 法 征 省 存 贮 景 ， 故 可 
一 步 加 密 剖 分 以 得 到 更 高 的 精度 ， 共 上" RAM ?所 不 。 
* 2 


A EN | HEAT o | gta | lus- fla | 比例 | ”备注 
64 1.3230594 66 0.1408636 x 1077 3.976326 (Spy 


3.981755 | ( 299 VL, 
128 


128 1.5164685 0.3542557 x 10-3 


256  : 1.6287258 


0.8896973 x 10-* 


512 | 1.2201205 
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6°96 L*0 


0X 008cez 1*0]. ,-0TX£619571*0 


£119006*Q £800002°6 


e-01X 90665610570] -OTXOSSETOS'O 


——— 


T6b0006* 0 Te££0002*0 


OUX 042670270! ,-01X 09866170 


9281006'0 66£1002*0 


Ot 9vCe te £7 0|. .-OoUX CacZt6á0 


£956$004'0 


0160£06*0 


$0 


y-0TX 69896C1^0 
£909005*Q 


r0 TX r0S 6105" Q 


OS70005°0 


-ÖT X 2998661 °0 
6660005"0 


s-OTX BESLEGL‘9 


£16£00$70 


£°0 


)-01X 9€ 8867170 


E€Q000£° 0 


r-O01 X 06£6105* 0 


OSTOdOE"O 


«01% 269866170 


66S000E°0 


47017 SFr8r6£^ 0 


v8£200t'0 


E - 


1*0 


»-0UX £8199£2 170 


YI100007 0 


v- OLX £628108* 0 


ns0n0nt 0 


e- 0T PI98661*0 


6610001'0 


:-0V 12615647 0 


S6£0001* 0 


————M—————— 


(o0*4)s EHE 


ets 


8cl 


po 
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;L0UX z'0 | i-0tXz'ü z'o 9999999") | 8°0 (0*4)n TRIR 


0X ZESTZTIEI*O +-O1X% *8€£0921*6 v- 0X L£0967 1*0 »-0UX SL6SSC1'0 SET IER 


r-O1X 8e2€£81'* 0 

TC i| nl tum PPP ET MENTIS >ii 
r-0TX9800007-0| -01X 9200002" 0 Szno0oz 0 0649999" 0 x 00100020 nac 
,0UXe£OkZ6rF*0| , OiXscotctoso | , OUXGpZ6TOC ^O " -OIX cecoloS' 0 | +-OLX £9ceToc-o | TE Pl Sx AE 
dicas a ee a Ss is IMMER eee 4 pee 
;-0UX 660000270 atx 00100070 | 0010067 G | :12999°0 l 105000870 ， NW | 

MS 一 一 一 | TTE GUIDE S c= 

e-O1X 619566 0| ,-0UX $2£8661*0 | :HiptARG6T"O | ;-01 6998661*0 | «-0DX T£9846170 mile 
— <= ea A ems LII uem 8z1 
-VIX 66£000Z70| ,-01X 66tgUDZ"U 6680002*0 6664999" Q ER TE Bh 41 


-IEX 66922187 0| ,-01X $£66962*0 | !-01XSI26p6L70. | ;-6UX TOL b6L°0 | X 00969620 | CHa: [CHR 


Á— (i —-—-—.- .4——-— ——— | E M taux tart = cæ... 一 ses m =] ae 9 
:-DUXS£91002*0. ,-OIX CEST VOTO | 68STO07"O £961£99°6 04€£6008*0 | UH 
EXNECD DD T : nm "C DNA 2 t "TE 
i | 
| | | 1 
i s'l | Er} 4 N 
l 
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oe RARE ZHAO? Rae CUA) PBN. 

在 解 得 VQ) 的 近似 值 后 ,再 利用 Poisson 积分 公式 求 区 域 
内 部 的 函数 值 wlr ,8)。 对 单位 圆 上 大 问题 ,其 结果 如 表 3 所 示 ， 

由 此 表 可 见 , 对 同一 N， 相 对 误差 几乎 为 一 常数 ， 而 当 入 加 
倍 上 时， 误差 则 降 至 约 四 分 之 一 。 这 表明 区 域内 部 解 的 近似 值 的 误 
差 也 是 约 OC) 阶 的 。 

对 单位 圆 外 问题 ,其 结果 如 表 4 BUR. 

此 表 中 对 间 一 六 的 机 对 误差 也 儿 乎 为 -- 常 数 ， 而 除了 六 及 
均 很 大 时 受到 禽 人 误差 影响 外 ， 当 丸 加 们 时 误 芙 均 降 至 约 四 分 之 
一 , 故 单 位 贺 外 部 的 解 的 近似 值 的 误差 也 鸭 为 OC) Wr. 

上 面 计 算 中 均 采 用 了 级 数 形 式 的 系数 计算 公式 (86)， 并 以 
M m 
$1. Bind M = 100, AAR $0, RADI TRUE 
SR, QR AT MMA A RUA RUS, HAA 
式 (90) 代替 级 数 公式 《85)。 但 这 样 做 的 结 共 却 生得 计算 结果 不 
AGE. X5 便 是 用 这 商 神 系数 计算 公式 求 襄 边 值 问题 《117》 AY 
得 到 的 结果 的 L IRS ALEK. 

$3* 5 

| "ay 一 buts 

系数 计算 公式 --—  — 


— ——— 
N = 16 | N = 64 ' N = 128 
Is ae EI 
SUN A X CES); 0,2189023 x 107! | D.140805293£15-7 | 0,3538640 107 
| 
近似 公式 《90) | 0.6844509-210-' 1 44584230] 9-4 | 0.4338458 %10-! 


再 以 点 (+,9) = (0.8,0) PEEL PRR S A h AEREA 
AWAR (0.80) AQT CMA MIRE , WR 6, 

2. FRO KE PG RE GC 

将 上 一 小 节 关 于 误差 估计 的 几 个 定 未 应 用 十 分 段 二 次 元 ， 有 


SITE 


14(0.8,0) — waf0.830)1 


系数 计算 公式 
N = 64 
BRAR (86), M = 100 0. 1533304 x 10-9 0.3925215 x 10-* 
近似 公式 (90) 0.1962908 x 10-! 0.1945813 x 107! 
如 下 结果 : 


ila, — villa s CAS lul, 
le 一 wll etry SS CA? balls; (118) 
the, ed 24 FEIER SS Ch? |luyllars 
其 中 me), c235h 无 关 的 常数 ,后 二 式 中 的 m 满足 
们 bake) — »K9)140 ~ 0, 


例 3， 用 分 段 二 次 自然 边界 元 方法 求解 Neumann 问题 (117)， 
并 附加 条 件 Uw 一 0。 得 到 的 近似 解 的 L' 误差 如 表 7 所 示 ， 


AS 7 


la, 一 è llurs 


0.03559695 11.8709 


0.00299867 


0.00025016 


11.9876 


计算 结果 比 理论 估计 要 好 些 ， 

3. 44 RE Y Hermite ©] RIK 7c 

将 上 -小 节 的 几 个 定理 应 用 于 分 段 三 次 Hermite 元 ,得 好 下 
误差 估计 : 


« 342 « 


? 
[uo — wills << CATullur, 
DA El Holz <S Chi \\ollars (119) 


li — utl s Ch heels rs 
其 中 we HIT)，C 为 与 各 无关 的 常数 ,后 二 式 中 m 应 满足 
| [s (8) 一 20)1d9 — 9, 
例 4， 解 单位 贺 内 (外 》Neumann 边 值 问题 
Aur ,9) "s 0, a A 
E = 2cos28, EE; (120) 
利用 分 段 三 次 Hermite 自然 边界 元 求解 ,得 L 误差 及 最 大 


节点 误差 如 表 8 所 示 ， 
* 8 


up = 


:0.4126965 xX 10-3 
13.346247 | 


|ui 一 Ln END 


0,7314855 x 107? 


13.33216 (让 = 


0.5486624 5x 1074 0.3095496 x 10-4 


计算 结果 比 理论 估计 稍 差 些 ， 

FIRI Poison 积分 公式 求 «(0,0). 当 如 为 单位 圆 内 部 时 
结果 如 表 9 所 示 , 其 中 OSs <1, 

当 台 为 单位 圆 外 部 时 结果 如 表 10 所 示 , 其 中 ”> 1, 

4. 结论 

通过 上 述 数 值 计 算 可 得 如 下 结论 ， 

1) 自然 边界 妇 化 得 到 的 自然 积分 方程 虽 含 强 奇异 积分 核 ,但 
确实 可 数值 求解 。 自 然 边界 元 方法 、 包 括 求解 这 一 类 强 奇 异 积 分 
方程 的 积分 核 级 数 展 并 法 是 切实 可 行 的 。 筷 然 边 异 元 解 收 剑 于 准 
确 解 ， 实 际 计 算 的 数值 结果 也 验证 了 理论 分 析 得 出 的 误差 估计 
式 。 
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2) 自然 边界 妇 化 将 二 维 间 题 化 成 一 维 问 题 ,可 使 节点 数 大 为 
减少 ， 从 而 离散 化 刚度 上 矩阵 的 阶 数 大 为 降低 ， 昌 然 这 是 所 有 边 乔 
元 方法 夫 有 的 优点 ,但 虫 于 其 刚度 矩阵 为 满 矩阵 ,而 且 对 一 般 的 边 
界 元 方法 而 言 ， HN 个 系数 的 计算 量 通 常 大 大 超过 解 代 激 方程 
组 所 需 的 计算 量 ， 因 此 实际 上 并 不 能 节省 计算 很 。 而 自然 边界 元 
方法 则 由 于 其 刚度 矩阵 的 对 称 循环 性 而 使 系数 的 计算 最 大 大 减 


少 ， 例 如 对 分 段 线 性 元 ,只 须 计算 位 +1 个 系数 即 可 。 


3)》 对 调和 方程 边 值 问题 至 少 应 采用 分 段 绷 性 元 .车 采用 分 
段 二 次 元 或 分 段 三 次 Hermite 元 , 则 可 得 更 好 的 结果 。 例 如 采用 
FREK Hermite 元 与 采用 线性 元 但 节点 加 售 和 的 运算 量 相 当 , 但 
EMER. 

4) 随 着 节点 加 密 , 播 值 误差 将 按理 论 估计 的 阶 减 少 ， 但 由 于 
运算 量 增加 , 舍 人 误 薄 将 增加 。 此 外 , 随 着 解 的 精度 提高 ， 则 于 级 
数 截断 数值 积 分 , 解 线性 方程 组 等 产生 的 误差 在 总 误差 中 所 占 比 
重 记 增 加 ， 因 此 可 议 看 到 解 的 精度 起 高， 误差 阶 与 理论 估计 的 偏 
By ALAA ORL M 

5) 线性 代数 方程 组 可 用 多 种 方法 求解 ， 直 接 法 简单 易 行 , 运 
算 量 少 ,但 占用 存储 较 多 。 而 迭代 法 则 可 充分 利用 甜 阵 的 循环 柱 
而 大 大 节省 存储 量 ， 这 当然 提供 了 加 细 剖 分 以 提高 解 的 精度 的 可 
fe HE. 

6) BFR A SAA Ml STS , Ee VE QR 
Th, XE BAGH RASA BB a2 Ol, FL SB PS 5 
BERISHA RSE AT AR 
HALARE, BOBMARARA IA. 这样 得 到 的 矩阵 是 
对 称 正定 的 . 

7) 在 利用 Poisson 积分 公式 求 区 域内 解 秀 数值 时 ,其 误差 通 
常 主要 由 计算 得 到 和 欧 近 似 当 值 流 数 的 误差 决定 。 但 该 内 点 起 接近 
边界 ,数值 积分 的 误差 便 越 显著 这 显然 是 因为 当 p—p if Fo 
ison Bid PCr, p) 900 — pO. 此 时 应 加 密 邻 近 该 点 的 边 


+ [45 « 


界 处 数值 积分 的 节点 ,或 采用 第 一 章 第 6 节 所 介绍 的 方法 ,以 提高 
数值 积分 的 精度 。 而 当 解 水 数值 本 身 很 小 ,或 节点 很 密 、 计 算 量 很 
大 时 ,伟人 误差 又 可 能 起 主导 作用 。 


$9. 断裂 及 凹 角 遍 形 域 上 自然 积分 
方程 的 数值 解 


本 节 研 究 既 裂 及 四角 高 形 域 上 调和 方程 的 自然 边界 归 化 并 进 
行 相应 的 数值 分 析 。 


$9.1 自然 积分 方程 及 其 边界 元 解 


Hom 8 分 别 为 半径 为 R. WAH o BU ECÉ ROG 73 98 X 
t, caSr, 
Q -— ((r,99]0 rz < R, 0< 9 <a}, 
Q a {(r, Olr >R, O00 <a}, 
由 本 章 第 5 节 可 知 ,对 于 如 下 调和 方程 边 值 问题 


Au=0, | ok Q 内， 
ee on ÜsrsRHrR, (A21) 
— (R,0) = «,(0), 0 «6 «a, 
| On 
有 Poisson 积分 公式 
8) —- 2 ( r= _,F 
uCr,@) +H 一 ) 
uu 1 ee 
^ po E R^ = 2( Rr) * cos% (8 — 8) 
a 
0 
- —— ——— ———— |R, dE, 
r* -+ R* — 2(Rr)*cos— (8+0) 
a 
(122) 


« 146 « 


T 


其 由 士 分 别 和 相应 于 Cr ODEO 或 o, 及 自然 积分 方程 


o 7l imr rea.) 
2a Za 
* (R, d, 0 — 6 <a, (123) 
网 桩 ,对 于 调和 方程 边 值 问题 
Au m, OR oO 内 ， 


Qu (5,0) — PE (2)—0, 0crcR&gR rz R, 
On On 


Ou 
Bs (R,8) = u,(8), 0 —8-—a, 


(124) 
其 中 w(8) 满足 相 容 性 条 件 Io 一 0， 则 有 Poison Bi 
分 公式 
sad pt. 
E + (R ) 
“ R® $r” — Rr)? cos = (8 — 8) 


te a o S | 
in n = x 
R* +r" — 2(Rr)° cos — (0+ 9) 
a 
- «(R,0 de’, (125) 


其 中 土 分 别 相应 于 (x,9)e O 或 9"， 及 自然 积分 方程 


u,(9) = — = pt T 十 一 7 
2c 2a 


: «( R,07)460', 0 « 0 <a, (126) 
由 此 可 定义 双 线 性 型 
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D(u 一 一 三 | | (一 一 
CT 0 4g? o Jn dug 


FES a) uo & )v,(0)49 40, 


2a si 
Ach F 4} 3A AE (023) we C126), . 
A eee hee meee a ene 
对 问题 (121)， 令 


v (R,0) = Y» U;L(0), 


i=1 
可 从 与 (123) 相应 的 变 分 问题 得 线性 代数 方程 组 
QU = b, 
其 中 
Q 一 T9yilw-oxtw-n， gui = DOL., Li), 
UU Uu yc ls b—[b,- *sbyu-i]*, 


Ü — PSC et ae pouvez ose 


a .pr 
a,™ UE xi. r cos FR km 0,1, ***,2N. 
MI BE EE QoS ER EEA AIRF eM R. 

iE (12450, > 


i N 
u*CR,0) 一 S7 U;L;(8), 
j=0 


则 可 从 与 (126) 相应 的 变 分 问题 得 线性 代数 方程 组 
QU = 5, 
其 中 
Q = (dáloreoxaeos ga = POL; L;), 
U = [U,,--*,Uy]*, à = [b * bull. 
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b; s (0)L(98)49, im 0,1,--*, N, 


1 l 
= Gyn = p G:s fon ™* Quo "7 Eu Ons 


(744,77 2; Gin 7 Gui 7 dy, 107 1,07 N— 1, 
RARUS EC, i,í£7o10,-,N — l, 
(129) 
这 里 apk = 0,1,---,2N, E C128) BH, BEES O 29 N FE 
对 称 半 正定 且 不 依赖 于 a 和 KR、。 为 保证 解 的 唯一 性 , 还 应 附加 条 
件 ,例如 在 后 面 的 算 鲁 中 , 取 Ux = 


59.2 近似 解 的 误差 估计 

设 m RE, «i HHRMA 
aou. b= P ills 为 由 H*(r) 或 H(T)/P, LEZ 
双 线性 型 Duy.) 导出 的 能 量 模 ， 工 为 @ Ru KALRA. 


定理 2.15 ”自然 积分 方程 《123) (126) 的 分 段 线性 自然 边 
RU w 满足 如 下 误差 估计 : 


ll, — ilo s Ch? [w|ir, (130) 
lu 一 ids SS Ch PAPS T» i (131) 
IDA E uil" ao S Chi [ssl ors (132) 


其 中 C 为 与 mha ERIDIAXSEÉES. HFE (126), 后 二 
式 仅 对 满足 


) ICO) 一 vt(8)]48 一 0 
的 mm RX. 
证 。 作 保 角 变 换 F(z) 一 (= Y TR BUE SLO LY LEM 
RLA O*, RIITA% 1*, O LIARA uik% 9* 上 调和 
Wk w。 令 p= 7-0, WA 
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we) 一 m). 
由 此 易 得 
luae = wl olas, 


jw Orn 一 je oe leurs 


leo Oil Loc» = esp cmt. 


lsslur 一 xd | esl ur 


CAFR 一 (=) |a |2,r*, (133) 

sh, O* Eafe C121) m (124) Ma SR (870 46 29 
单位 加 内 调和 边 值 问题 ,于 是 由 本 章 $ 8.3 的 定理 2.9—2.11, 可 得 

Jw, 一 wila CA*F | sw lr*, 

lws = wiler» < Ch* iwi, 

A n weil pears) < Ch*3 | v; | zw。 
SDB AA (124), 后 二 式 仅 对 满足 

a (a, — wi )dp = 0 

的 w。 成 立 。 这 里 vi 为 与 Q* 上 的 边 值 问题 (121) BR (124) 
相 虚 的 自然 积分 方程 的 线性 边界 元 解 ， 套 一 A 于 是 利用 


(133) 全 得 


|| so = PHIR ga IA = wil or sS Ch*? | wolar” = Chi ] Mol :Try 
: aR : 
||se; = well zu m ju i Wy willems 
x 


aR 
= cC i A* | to, | ;.r* = Ch [lir 


lo = wil pur -— |l wy 一 wilrtr* < Ch*i ET lar* 
xi Chi [alar 
同样 可 得 关于 二 次 元 或 三 次 Hermite RJM AR, 
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$93 解 的 奇异 性 分 析 


当 <cs 和 2zr 时 ，Q3 上 调和 方程 边 值 问题 的 解 的 导数 一 般 
在 角 点 有 奇异 性 ,对 边 值 问 题 (121), 由 Poisson 积分 公式 (122) 
可 得 


u(r,0) 一 > [| #(R,0") sin — 6 a(zy 


k=1 


kx 


= dt sin te, r< R, (134) 
kaj 7 
am Rat sin 6er, (135) 
其 中 
2(4)' |'4(R, 0^) sin Z gap. (136) 
Q AR a a 


对 边 慎 问题 (124), 由 Poisson ccn 
d rz y E. «CR, 6’)a0" + - P | «e» 


Ma wey 


= EMT cos to, r-«R, (137) 
k=0 o, 
SW CR pri TTE aou (138) 
Or a a a 
其 中 
2 -= [e Li T [4 r 
e,7—7 —R ii u( R,6')cos — 6'q8'., (139) 
it 0 g 


GHAR d 及 o 分 别 表征 了 问题 《121) E (124) 的 奇 点 处 
“应 力 ” 的 强度 、 5 am 2a BW, Q 即 带 径 问 氏 颖 的 图 域 ， 些 时 
(135) 及 (138) 分 别 化 为 


a 151 + 


Br _ LUE 
Ou i LAE MEN 140 
Or 2 m 2 ( ) 
及 
Ou = E "E cos Eb ap 人 (141) 
Or 2 2 


此 外 ,此 时 由 (134 可知 , 边 值 间 题 (121) 的 解 w(tr,9) 在 裂缝 上 
XE £x (BARA SRA: 


Ou _ Ou | 1 Ow 
LM 一 Ys 2 
ay gt By | ye r 08 650 o i: 


一 2 Ead 一 > iu 
m dirt + 3dr? + Sdyr? + ee, (142) 
而 由 《137) 可 知 , 边 值 问 题 《124) 的 解 的 法 向 导数 在 裂 锋 上 连续 ， 
{EEA ET BRI: 
w|,—« EG # | y=- SF u(r,0) me uCr,2x) 
一 Sort 一 > (ate 
一 2eyrt + leri + Reri + e, (143) 
Hi ER SAT el Dh, a AS AT BE PR ER 
QAO AQ DRM E Led Od 因为 
xmsxsmmacs É T 的 奇 此 人 为 地 消失 了 。 而 自然 积分 
方程 则 表达 了 含有 P earl 3 了 边界 法 向 导数 值 之 间 的 
准确 关系 , 译 异 性 已 被 吸收 在 此 方程 中 ， 而 Poison 积分 公式 又 
准确 地 反 且 了 解 的 奇人 性 ， 因 此 ， 利 用 自然 边界 元 法 求解 此 类 问题 
便 可 避免 通常 有 限 元 方法 磁 到 狼 厦 难 , 千 利于 提 端 计算 精度 ， 
$9.4 数值 例子 
名 1。 用 分 段 线 性 自然 边界 元 法 解 边 值 问题 《121), 其 中 R= 


l, o= 22, s,(8) = sin re 
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L? BERS FUR MOH WE 022 13 FA, 
由 表 11 可 见 ,比例 值 与 2? 一 4 相当 接近 ,这 正 说 明了 上 的 Z* 
误差 及 吞 异 顶 系 数 d 的 误差 均 是 OC) 阶 的 . 
on (r, 三 ) 处 解 的 误差 如 表 12 PEAR, 
注意 ,即使 + 小 至 10-*， 近 似 解 仍 保 持 同 样 精度 . 
o 内 (r, =) 处 解 的 总 差 如 表 13。 请 注意 其 中 当 r KE 
320 时 , 近似 解 仍 有 同样 精度 ， 
例 ?。 用 分 毁 线 些 自 然 边 界 元 法 解 边 值 问 题 (124)， 其 中 
R=1i, g= D u,(8) = cos ap) 
4 5 
D BEMARWR RMR REM HR. 
由 家 14 可 见 ，L? 误差 及 ey 的 误差 均 是 OCP) 阶 的 ， 
0 内 (r, =) oh WE SURE tn 15 BER. 


or 内 (r, =) 处 解 的 误差 如 表 16 所 示 ， 
例 3。 用 分 路 线性 肖 然 边界 元 法 解 边 值 问题 (124)， 其 中 


Rel, a= 2r, #,(8) 一 cos =, 


L' 误差 和 奇异 项 系数 的 相对 误差 如 表 17 所 示 . 

由 表 17 可见， 工 ” 误差 及 el iX Do) Bt. 

eo hk | BEBO BEER bz 18 所 示 . 

请 注意 , 即使 hÆ 1077, 表 18 CHEER IE EGRE DEUS PRESE 
AE, 

RIT RBA, AUR EAR ee LR 59388 
i AE — mu. BEETA, UTIL ARR 
BE. 3XEWRU TARARUA IH CRT AUS D) PR DES E IRR 
方程 这 值 问题 的 优越 性 。 
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$1. 5|. 3$: 


用 从 表示 Laplace 算 子 即 调和 和 算 子 , 则 四 阶 椭圆 型 偏 微 分 方程 
Ain = 0 (1) 
TOS AAT ROR, PECL RP BO ©) BA A 
数 或 双 调 和 函数 .在 二 维 倩 况 下 , 重 调和 算 子 
A - (Z Zj- 2 +2 opu. 
Or Oy Ox* Ox Oy: ay" 
除了 石 端 为 零 的 方程 (1 ) 外 ,有 时 也 将 方 端 为 某 已 知 落 数 的 方程 
Ay = f (2) 
RPABWMAR. RED JULIA TRI REL ZEE 26 BAN Ew al 
题 。 育 许多 力学 问题 可 归结 为 重 调和 方程 的 夺 什 问题， 下 面 便 是 
iE gu Sg. 
1. RS e | 
HU RT IS E pud EC: 0823 IE) RS Fo OA. SERIE 
A568 OA ehhh, — FETE AR SAT ABD AM RS] ee FE PRU) fe A 
变形 , 即 平面 应 力 问题 ; 另 一 人 恒 是 在 垂直 于 板 平面 的 横向 载荷 作用 
FAURE, BSH. REESE, SHES I. M& 
变形 前 的 中 立 面 为 * 一 ?平面 ， 则 中 立 面 上 仅 第 三 个 方向 的 位 移 
非 零 , 称 之 为 指 度 .可 认为 找 度 # 沿 板 厚 是 一 致 的 , 它 只 依赖 于 坐 
bs (Gy). HRE «(x.y) 满足 如 下 平衡 方程 
Dua ~ P, 
Mh DAREN, P AAR TR SZ Bl A ST ER CM 
PH ist ge D 788 dead 23 Fe Ee REST — Ba BER LEA te 
Ree, CRRA WHAM APEX. 
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D 第 一 类 边界 条 件 规定 几何 约束 。 KORA AA, D 
G) 规定 边界 上 的 横向 位 移 x 一 m; 及 《ii) 规定 边界 上 的 切 疝 


转角 =u. 这 一 类 边界 条 件 是 强加 边界 条 件 。 


2) 第 二 类 边界 条 件 规定 载荷 ,为 力学 边界 条 件 。 这 样 的 条 件 
EARR O 规定 边界 上 的 横向 载荷 * 它 表示 横向 前 力 平 衡 : 


E Gi) 规定 边界 上 的 弯 矩 载荷 ， 它 表示 盔 和 抢 平 衔 : M, =m, 
力学 边界 条 忻 是 变 分 问题 的 自然 边界 条 忻 ， 它 们 其 实 就 是 边界 上 
的 平衡 方程 . 

3) 第 三 类 边界 条 件 是 弹性 支承 。 这 样 的 条 件 有 三 种 ,上 Ci) 
在 边界 上 除了 横向 载荷 外 ， 还 承受 正比 于 撞 度 的 模 向 弹性 反 力 ; 
Gi) 边界 上 除了 弯 扼 载荷 外 ,还 承受 正比 于 场 向 转角 的 强人 性 反 矩 ; 
(i) 板 面 上 与 外 界 有 弹性 耦合 , 即 弹性 地 基板 。 最 后 一 种 情况 实 
际 上 在 部 分 子 区 域 改 变 了 平衡 方 程 ， 已 不 属于 边界 条 件 的 范畴 。 

在 边界 的 每 一 区 妇 上 ,可 以 在 上 述 边 界 条 件 中 任 取 师 个 ,当然 
应 注意 边界 条 件 1(i) 对 2 Gi) 或 3G), AR 1 Gi) Xf 2 Qi) 或 
3Cii) 是 互相 排斥 的 ,不 能 并 立 。 实 际 应 用 中 最 常见 的 边界 条 件 有 
如 下 三 种 : 

D) 夯 支 过 ,xz 一 0， - 一 0， 


2) 简 支 边 ， u e D, M,, = 0, 
3) AHX, M, =Ù, Os + e = 0, 


可 以 将 自由 边界 条 件 写 成 用 位 移 # 的 人 篇 导数 表示 的 形式 
Ou 


On 
pau + (19) (Semi ohn pees mm) m 0, 
2 2 
ĝ Of On Oc 
(An) + (1 i "(2m = oy )^^ 


XrBrXp Poisson [5,0 cv T 
2. 以 应 力 函 数 为 变量 的 平面 弹性 问题 
平面 弹性 问题 包括 乎 而 应 力 问 题 和 平面 应 变 癌 题 ， 它 们 均 满 
足 平 面 弹性 方程 
poe + (1 + w)graddiva = 0, 
其 中 1 及 4 为 Lame HR. WHS div 作用 之 ,可 得 


Adiy 5 = 0, 
45|A Airy M JARI ACx, y); 
24 at 7 S — 94 
T ay? 2 FR Ox y ? xc EL 


TORE Pi 8E Ead Ri. (rH R7JRLOEORGE OR ROB (rS XR n] 
但 
AA = J, + Gp = 2A + g)div G, 
以 而 
AA -0, 
BB Airy HZ7JER EG RENE. PROPEL 
重 调和 问题 求解 
3. 通过 流 蚁 煞 求解 的 Stokes 问题 
不 可 讨 缩 藻 沾 流 体 在 小 雷诺 数 情 况 下 的 稳定 流动 由 Stokes 
Fy hi te 
p + grad p = 0, 
div 4 = 0, 
其 中 未 知 量 58 及 2 JÉGDUSCKORDORSUSRBUULUEE E. 
力 粘 灌 系数 。 对 二 维 阿 题 ， 根 据 流体 的 不 可 上 庄 织 条 件 diva = 9, 
Al SEF OK p, E1 


* 160 4 


JT EH Stokes 方程 立即 可 得 


Ao = 2 ATO. 0 UP enu Us Au dp P uA 
Bx ay. dy ax gy 

= 2 (188), O(1 98] 4 

Ox “nN Oy: Oy *" Ox» : 


SiR AACE. UR Stokes 方程 的 边界 条 件 也 可 作成 
重 调和 方程 的 边界 条 件 . 

上 述 有 关 重 调和 方程 边 值 间 题 的 力学 背景 的 内 容 可 参阅 D, 
40,76]。 伍 本 章 以 下 各 节 中 ， 将 依次 介绍 重 调 和 方程 的 解 的 复 变 
KAET. HRALA HERA, 上 典 卉 域 上 的 自然 可 分 方程 及 Pois- 
son 可 分 公式 ,自然 公分 算 子 及 其 闭 算 子 , 自 然 积 分 方程 的 直接 斌 
SU, HARON EWR ES, RII AS A RY 
解 的 复 变 函数 表示 及 其 边 值 问题 的 自然 边界 归 化 ， 


$2. 解 的 复 变 琐 数 表示 


KUTA BARA RMR, HD EOLA 
HERRER, PRK — RAN A SRS, BU A GR a EB 
数 来 表示 。 这 一 表示 同样 是 研究 重 调 和 | 方程 边 值 问 题 及 其 自然 边 
PACHA AM LA. 


$2.1 定理 及 其 证 明 


WATER sR YOR u(x.v) 在 Q 内 有 连续 的 直至 
四 阶 的 偏 导数 , 且 满 足 二 维 重 调 和 方程 


[5 ns es 
rr) Lans (3) 
则 “为 二 维 重 调和 函数 ， 


132 3.1 FHERR 9 上 的 任意 下 调和 函数 ux, y) 
Wh AY A AR HK 
u(x,y) = Rel sptz) + OG], (4) 


+161 


其 中 pl) 及 $GO 为 0 上 的 两 个 解析 水 数 ，> x tiy; E 
之 , 任 取 98 上 的 两 个 解析 函数 p) 及 g(x)， 则 由 《4) 式 得 出 的 
SX u(x.,y) “WHO LN BPR, 
i. XE ule) 为 @ 上 的 重 调和 函数 , 则 As(x.y) 为 8 上 的 

调和 函数 。 由 第 二 章 的 定理 2.1， 必 存在 2 上 的 解析 医 数 

f(z) 一 p(x.y) + 19(x,y), 
使 得 

Au(x,y) = Ref GO — pz). 
4 7$ 8€ BR 


d # 
ee) 一 二 | fus 
= i n px y)dx — q(x,3)dy 


+ i i: pla y)dy + g(x,y) dx 


IL 


= P(x,y) + iQ(x,»), 
其 中 2, 为 8 内 某 定 点 ， 根 据 单 连通 区 域 的 Cauchy 定理 ,这 一 积 
y cll P ER A oT 3 23 R8 £376 Malin p(x) AWAD. 
BUE ele) 满足 Cauchy-Riemann 4 fF: 
OPx.y) ux = p(s, y) = 90 (ey) 
Ox 4 Oy 


Plen 3 qu, 9) = Bb), 
于 是 eG) HO LAAT. 又 由 于 


A(a — Rel zola) 1) = Ans — Rea—2 
OzOz 


[zeks)] 


= Au — 4Rey (2) = Au 一 人 efks) — 0, 
再 利用 第 二 章 的 定理 2.1， 则 必 存 在 2 上 的 解 扩 国 数 p(w) ， 使 得 
y — Rel z9(2)] = Reg (e), 
从 而 
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u = Re[zp(x) + $G)1, 

其 中 p) 及 pe) 为 9 上 的 两 个 解 本 函数， 反之 ,车 
u = Rel špe) -+ pl], 

其 中 p(s) 及 el) 为 0 上 的 两 个 解析 水 数 , 则 
Au 一 ARe[zpfky) + 中 (2)] 


en < 
Schr [zpGD + ple)] 


一 4AReg' (2) = 0, 
BD w 必 为 重 调和 函数 。 证 毕 . 
显然 , 定理 中 的 Re 可 以 换 为 In， 即 任意 重 调 和 陋 数 u(x, 
y) 必 可 表示 成 


一 ARe4 


u(x,y) = In( zpCG 十 由 (xz)]， (5) 
其 中 p) 及 o eGO 为 两 个 解析 函数 ;反之 ， 任 取 两 个 解析 函数 
Pp(z) E (x), 则 由 (5) 式 得 出 的 函数 sx) 必 为 重 调 和 函数 


$2.2 简单 应 用 实例 


重 调和 函 数 的 复 变 函数 表示 也 有 很 多 重要 的 应 用 ， 这 里 先 介 
绍 几 个 简单 的 例子 . 

1. 构造 重 调和 方程 的 特 解 

£ 为 平面 有 界 区 域 ,为 得 到 一 系列 最 简单 的 重 调 和 阴 数 ,可 
取 «GO 及 é) 为 ?的 多 项 式 ,然后 代入 《4) RG) AXE 
xxyy)。 在 第 二 章 第 2.2 小 节 中 已 得 到 的 调和 方程 的 一 系列 特 解 
TARE RAMA Rie, REAR AHR. ple) 一 0 
Ro) Ar HSRAMASHRMERH. ORM ple) Az 
的 多 项 式 及 s) 一 0， 以 得 到 与 那些 特 解 狸 立 的 重 调和 方程 的 
另 一 些 特 解 ， 例 如 ， 

D R oq) - z, 得 u= Rel s9p(21 — x + y’; 

DR ple) = r, Bam Re[3p(2)] = xCP + y; 

3) 取 glz) — —iz, Bam Rel zp(z)) = yCe + y); 

4) HR plr)=z, 8 «—Re[zgG2] = (x! — y) +); 
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5) 取 GO = —izi, 得 u = Rol Bp (3) ] = 2xy (x? + y?)5 

6) 取 GO o z*, 得 u= Rel ipla) ]— (C3 — 3zyD + 9); 

7) Bt ple) = —iz', Bow = Relzp(z)] 

= (3xy — y!) (8 + y’); 
8) E ple) = z, 得 u= Re[zp(s)] 
miti: Ey te es 
9) 取 plz) = —iz?, fF w-Re[zp(2] 
me Ax ve aay Gr qns 
等 等 。 容 易 验 证 ,上 述 诸 函数 w(x.y) 均 为 重 调 和 方程 之 解 , 晶 这 
HOWE a ARI. APRN BEARER OAT. Bixee 
特 解 以 及 第 二 章 第 2.2 小 节 所 列 的 调和 和 方程 的 特 解 的 任意 线性 组 
合 仍 为 重 调和 方程 的 特 解 ， 

4 Q 为 舍 华 标 原点 的 菜 有 界 区 域 的 外 部 区 域 ， 则 (4) 或 (5) 式 
中 的 eG) 及 eG) WH 二 的 任意 多 项 式 ， 内 为 这 样 的 函数 
必 为 外 部 区 域 9 上 的 解析 函数 ， 

已 知 雷 调和 方程 的 若干 组 特 解 后 ， 便 可 将 第 章 第 6 节 提供 
和 的 方法 应 用 于 迁 调 和 方程 边 值 间 题 ， 由 近似 Dirichler 边 值 及 
Poisson Bi X ETT RUD EATER, 

2. 构造 重 调和 方程 演 值 问题 

为 了 检验 其 一 数值 计算 方法 对 求解 午 泣 和 方程 边 秆 问题 的 效 
果 , 便 王将 计算 结果 与 痊 价 解 相 比较 , 常 需要 构造 已 知 准确 解 的 重 
调和 方程 边 值 问题 。 

例如 , 设 0 = {Cr yx? By! S 4} 为 半径 为 2 的 加 外 部 区 


lt, TX ROB A, ER 31 中 取 ple) 一 4, 60) — 0, 则 可 得 


« Reli C + 601 = Re [E e] 


r 


一 上 cos 38 , 
r 
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EAM Dirichlet A] MAE 
Na = 0, Q 内 3 


u 一 70830, TEs 


Ĉu 
on 
Xm. Q9-—ixbzgeyYsi DRAA, T 
为 其 边界 ,在 定理 3.1 员 到 pie) 一 --z*, p) 一 22, W 
u = Re[zq(z) + 4(s)] = Rel—rie t r'e] 
= (2r! — r’) cos 39 
为 如 下 Neumann Waly ey 


{Liu 0, Q 内 ， 
Mu = —12cos39, TE, 
Tu = 48cos 30, Ds 


其 中 Mu E Tu WRX EA, Poisson th» WY 0.5, 

3. Ae 1B XE EE oe EAN BAA ba ZX 

HABE AL, itis Be Tk 2I SJ 3 dB E EIT 
fe. AREND ENRI A8 ORS] a BA RY 
EAER Co W or 5 阶 奇 异性 的 特 解 。 为 简单 起 见 ， 选 到 
(x. Yo) 为 极 举 标 的 极点 。 由 于 在 定理 3.1 中 取 p 一 0 及 适 
当 的 60 便 导 致 第 二 章 $ 2.2 记 列 的 有 + Wa 
fk, HOSEL $00 一 00， 以 得 到 与 那些 函数 独立 的 有 r* 阶 
奇异 性 的 重 亢 和 函数 。 


D EH 34 中 最 eG) — LK o@) — 去， 可 得 到 在 极 
点 有 一 BERE RODIA EL cur UR UR 


w= Rel 2g(2)) = Refr e] = + cos 39 
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s = Re(Zg(2)] = Relire] = + sin 36, 
r 


2) 在 定理 3.1 中 取 ol.) 一 及 p) 一 = 可 得 到 在 极 
点 有 方 阶 奇异 性 的 两 个 互相 独立 的 重 调和 一 数 


u= RelEp(e)] = Rel rte} 一 二 cos49 
r 


u == Re[zg(2)] = Relire] = + sin 48. 
r 


3) 一 般 地 , ZE SE E 3.1 TB p@) =e? 及 p = 
iz er， 可 得 到 在 极点 有 ot 阶 奇 异性 的 两 个 互相 独立 的 X 

u = Re[zqp(z)] = Re[r te itt] < pt cos (hk + 2)6 
pa 

u = Relzq(xz) | = Re[ir te MAH] = z~t sin (k + 259, 
其 中 万 可 取 任意 正 整数 . | 

AARNA E BERE RE 24 03:30 ADR) RNA, MILE 
RARA r5 RER ERRAR A A AR 

u= cos kd 
及 
u = r sin kð, 

EUR fed Mpeg r7 regm. 

4. 其 它 重 要 应 用 

重 调 和 方程 的 解 的 复 变 函数 表示 也 可 用 于 求解 某 些 重 调和 方 
程 边 值 问题 及 发 展 相应 的 数值 方法 。 这 一 方 癌 的 更 多 的 内 容 已 超 
出 本 忆 的 范围 。 本 节 给 出 定理 3.1 的 昌 的 则 促 在 于 它 将 在 后 面 几 
节 中 对 重 调和 方程 边 值 问题 的 自然 边界 妇 化 所 起 的 重要 作用 。 
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$3. 自然 边界 归 化 原理 


本 闻 将 自然 边界 归 化 应 用 于 二 调和 方程 边 信 问 题 ， 特 别 是 巩 
板 弯曲 问题 ,并 研究 得 到 的 边界 上 的 变 分 问题 的 解 的 存在 唯一 性 . 
考察 均 质 等 序 , 具 有 光滑 边界 的 弹性 薄板 。 设 4 ARAR 


度 , DD 为 流窜 刚度 ,vy 为 Poisson 比 , 0 evum, 0 为 薄板 所 在 


平面 区 域 ,了 为 其 边界 ,P 为 板 面 0 所 受到 的 横向 载荷 。 平 衡 方程 
为 
A 一 f Q AN. 
D 
OR Re. PARE P = OSE ARR. EK 
基础 上 再 实现 P 闪 0 时 的 自然 边界 妆 化 并 无 困难 ， 


$3.1 区 域 上 的 变 分 问题 


薄板 弯曲 问题 的 边界 条 件 通 常 有 以 下 三 种 : 
1) Tw = ulr = ug, TH = Ow. Wy 


an 
2) Yu = u|r = a, Bau Mu m, 
3) bu = Tu= t, pus Mum, 
Eh TREMPA EMTA ARSE 255p 3235 5s 5c SERI BE RS 
比值 的 微分 边 值 算 子 ， 


Tx ma {28 十 (1 — »-9.[( Se. 一 一 vL 
5 


as ðL By? / 
Ow (n? —ni n 
OxÓy dr? " 
(6) 
2 ao? 
Ma 一 [vAu + 《1 ~o) (Sa + 2 n? 


2-2 mm)| 
Oxdy tej pe 
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(mn) 为 工 的 外 法 线 方向 余弦 ， 符 别 当 给 定 边 值 tos t, 或 边界 
TU I, m 均 为 零 时 ,上 述 三 种 边界 条 件 于 是 图 支边 \ 简 支边 及 自 
由 边 这 三 种 最 常见 的 靖 " 

4 PQ) 为 Q 上 不 超过 一 次 的 多 项 式 全 体 。 显 然 对 任意 
uE PCO), E Tn 一 0 及 M» —0, 于 是 上 述 第 三 种 边 值 问 题 
的 解 可 差 一 任意 一 次 多 项 式 。 其 物理 意义 正 是 : 任意 刚性 位 移 为 
自由 边 值 板 问题 的 解 ， 

今 演 察 姓 下 重 调 利 方程 边 值 问题 ， 

(Aw = Ù, Qi, 


lora, Mx) —~(t,m), LL, en 
Hu (e,m) € HG) X HIP) 并 满足 扫 容 性 条 件 
| (m +m Eas o, vpe PCA), (8) 
pP On E 


或 记 作 Cam) e HIC) x ATP), Eh 
L0) x & o = 1G, ent) 


x nay] (xp Hm L) ds — 0, 


vpe P,C0)). 


+ 


ais 2 
DQu, v) = ||] Au» — G — p) | Ov 
"E Ox’ ay? 


Hv Ow _ 4 Ou Ov 
Ox! Oy OxOy OxOy 


F(v) — | (m 22 + w s, 


hazdy * 


Jo) 一 二 De) — FG), 


于 是 边 值 问题 47) 等 价 于 灾 分 问题 
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X ue WCQ), 使 得 (9) 
D(w,v) = Fie), Wee HQ), 
RA EZE J(v) 的 极 小 化 问题 
SS IPOD, 使 得 (10) 
T fai? 
引 理 3.1 DC, ») 为 商 空间 VCO) = POPO) 上 对 
PREE, VHA ESE MAE, 


证 。 由 表达 式 易 见 Dlv,w) = D(u,v), È 
D(u, a) ~ ji (y — a =) [2 Ze- Se 


a 


OxOy 
€ IESO) P (2Y p2, 9 Du 
ae By? Br ay? 
Qu Y 
1 一 
+ 2( eae ) hardy 


- Hie») + GR) 


: Ou * | f Bu 
pe CEMA 
\ OxrOy ) ý ( ax 
Gu v 
+ So) feeds 
= 0, 


由 于 0 <» «c. Ml) Die) 一 0 当 且 仅 当 在 9 中 
Ou _ Ou In ap 
Ox? Oy! 6xÜ y 

WEN we PCO), d Da v) 为 H'CO)/ PCO) 上 对 称 正 定 双 线 

HZA. MAAK AZ AQ Poincaré 不 等 式 《 见 第 二 章 5| 理 2.3) 可 

得 : 
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se lle oe co = £3 LL 一 v [eco 


一 P “(alia ls — elt of 


peP 


< inf {lio + Cils — ela 


re PO} 


+ eff eos] 


5 1 1 
一 inf { ERE. cul E zs s] 
aocent! Ox {1 Oy l 
2 jr 
1j? " ij?» ,0 


十 cii (“u — ax 一 by—c)dxdy| + 


] Ow |? ĝu |? 
l'as li Oy lı 


+ AE eee] + LCS 


*lecech-ono]] 


= C inf i 


$,b.c€ IR 


"a 


~e es) t) 
+ oe J] dxdy — C lulos 
有 从 而 有 DQwe) B V-A: 
20.27 |a - (Fe) + (Se J o, )] 


Ow Fu D) 
+r{( 2 +i dxd 
» (22 ay? NS 


> (1 — v)| alia > a ultio, (11) 
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其 中 ,一 I= >y, 最 后 由 干 当 poqe PO) 时 


D(u,v) = D(u — p," —q), 
则 可 得 D(u,v) 的 连续 性 : 
ID(w,2)| = Anf, Dw — pv — q)| 
<C inf alt — plhiolle — q'i 
m C ul vct v co. 
证 毕 ， 

现在 可 以 证 月 

定理 3.2 若 边 界 载荷 (1,m) EHI) X HOT) 且 满足 相 
容 性 条 件 (8)， 则 变 分 问题 (9) 在 商 空 间 VCQ) 中 存在 唯一 解 u, 
HR # 连续 依赖 于 给 定 边 值 《+,m)、， 

证 。 由 于 边界 载荷 (1,m) 满足 相 容 性 条 件 (8)， 可 以 在 商 空 
ig] V(8) aeRO). AARC Fle) 的 连续 
lE: | 

FIOI = | F(» — p)| 


| pe 
< inf trl-irle — plr + Imisi C p) 


S Piil, m) rery inf lle — Pilg 
pe Pt) 


vil 


== BC, mrariolvc, 
Hh 8A RI Fe BH ELTERN, | 
TOY — HET) x HT), 
于 是 再 由 31 理 3.1, 便 可 根据 Lax-Milgram 定理 得 到 变 分 问题 (9) 
在 VCO) 中 存在 唯一 解 ， 设 此 解 为 u, WA 


lulio < E Duu) = + ro» 
< £ Ism Ihren Hall econ 


BRRR He Se SRA AE Se RU: 
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£ ee (125 


4 HI 
[utero S 


TE. | 
UE ATAR? 的 物理 意义 , 取 > 一 ， 则 微分 边 值 算 于 工 


RM Jy Bit 26 — 2 A 及 A， 而 边 什 问题 (7) 则 化 为 


Aus =o, QW, (13) 
i 
pu AH, Au) e (s,m), rE, 


其 中 (1,m)e HOT) x HT) Bil gud acte e 
NC Tm Se \ gm0, 


Yp E HLC) = {ue H(Q)I Au = 0}, (14) 
边 值 问 C1 3) RD AB R TAS E VTA) SLR BY] X — ES A ee 
数 . 今 后 将 不 特别 研究 (13)。 而 只 是 把 它 看 作 人 (77? 当 > 一 1 时 的 一 
个 非 正常 的 特例 ,当然 此 时 P(O) 应 次 成 ARCO), 
fi op. WESM ARBRE H'CO) WRX 
(Ji (991) | 
Wi(2) = fu 


u 
(e +y + lla C2? ty 2)! 
Om 


ce oO 


f yi +l Fy rae rer hy +y +2) 


0,;8;u € LQ), sf — 1,2}, 


$3.2 自然 边界 归 化 及 边界 上 的 变 分 问题 
利用 通常 的 Gauss 公式 及 在 边界 上 的 关系 式 


E. E; PNE G 
Ox ' Ən as’ 
ĝ 8 Ó 


by ^ "^B. + BF 
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不 难得 到 薄板 弯曲 问题 的 Green 公式 
Dia, v) = | v A'udp 十 [. (2 Mu vTu)ds, (15) 
P 


其 中 dp = dxdy， 由 此 又 可 得 相应 的 Green 第 二 公式 
the Ty ees ae ee 
j (uA v — vAN'u)dp (( uTv n Mv 
Es Mu eT us, (16) 


容易 看 出 , 当 z 一 1 时 (16) 便 化 为 通常 的 重 调和 方程 的 Green 第 


二 公式 


| (uh ty — v A'u)dp = | (a KA Av 一 oe Av 
F r\ On 
Ov ð 
十 -— A — v —— Au lds 17 
On "Bn u)ds. aie 


若 在 (16) 式 中 到 «—ulp) 满足 重 调 和 方程 ,及 v= G, p) 为 
OLBAAARA Green 的 数 , 则 满足 

AGCp, p) = 6(p — p), 

G(p,P)l,er —0, (18) 

a 

Bn G(p, p) | ger T 0, 

[gn] 8$ MARS ALAA Poisson 积分 公式 
u(p) = | [—T'GCp, p)mC? ) — M'GCppou,Cp lds, 
peo, (19) 

其 中 了 及 PP 为 《x， 7) Eir, ODR, MRT 为 关于 {x ， 
y ) 的 相应 的 微分 边 值 算 子 。 容易 证 耻 (19) 即 重 调和 方程 的 Pois- 
son 积分 公式 


u(p) 一 f, Es A'GCp, p )u( p ) 一 A GG yu) as, 
peo, (20) 
对 C19) 分 别 以 微分 边 值 算 子 T 及 放 作 用 之 ， 由 于 (19) 仅 对 peo 


et 了 3 。 


成 立 ， 因 此 这 里 Tw 及 Me WMO AR eR 
HR, TEARS ERM ARRAS 2 8 


Tum | {I—TT’GCp,p u) 
| + U-TM'GCp Plus Das’, 

|m = |, t- MT'GC, pu) 
+ [MM GCp, p )]u Pp dss 


(21) 


或 简 记 作 
| | Ty = | [Ram Rows dg, 


Mu = h [K itty 十 Kyu,lds’, 


容易 看 出 ,由 于 GO. PCr, p) A 
Kap, p) E Kp st), Kap, p) mm Kalp ,p), 
KyuCp, p ) 7 KyuCp , p). 
MdümQ D DEXIOBDASST 90:0.) > (Tu, Mu) 为 自 
HHC) X AMT) —> HT) X ARC) 
产生 光 带 狂 隆 阶 , 它 是 氢 微 分 算 于 。 令 
D(1,,4, 30050) 一 | Chasta) * HE (no Ha ds 
- ie tem non 
十 v, i (Kuta + Kyu, xs Jas, 
Fi, v,) 一 | (tv, + mv, ds, 
In, va) m > DOn uim tu) 一 PCvos os), 


划 对 给 定 的 边界 载荷 (1,m) € LH tr) X HAT), BRAD 
方程 


«M4» 


gom | (Kot 十 Ky, ds’ | 
(22) 


m = | CK atto -- Kyu, ds 
Tr 


等 价 于 变 分 问题 
R Cua) € HiCT) x HÁT), 使 得 
Dm us vss) = P(v,,v,), (23) 
, V(op De HICTY) X HRT), 
BR RE FEZ PA ADA. tal el 
[R Cus € HC) X HECE), 使 得 
eae = min Jv, v). (24) 


ape peni nx a : 
由 第 一 章 定理 1.5 即 得 自然 边界 归 化 前 后 的 变 分 问题 间 的 如 
下 等 价 关系 ， 
定理 33 边界 上 的 变 分 问题 (23) 等 价 于 区 域 上 的 变 分 问题 
QBUS Csu) 为 变 分 问题 (23) 的 解 , 刚 # 一 PCs u) 必 为 
变 分 问题 (3) 的 解 ,反之 ,车 ”为 变 分 问题 (9) 的 解 , 则 


(4,,4,) = Yu = (uh, Ps ,) 


必 为 变 分 问题 (23) 的 解 ， 其 中 P 为 Poisson BARF, YH 
Dirichlet WEF., 
此 外 ， 由 引 理 3.1、 第 一 意 的 定理 1.3. 及 重 调 和 方程 的 解 对 
Dirichlet 边 值 的 连续 依赖 性 容易 得 到 
引 理 3.2 Du, t, vo UL) 为 商 空间 VKT) 上 的 对 称 正 定 、 
Y- 杰 圆 .连续 双 线 性 型 , 即 存在 正常 数 e 及 8， 使 得 
D950 4500509) = alos, vu) bar; 


V(v,,v,) EV CT), (25) 


LORATA] < 81Cu tta) lv rs lC s tu Dv. 
VC tas ttn) (9504) E V oC T (26) 


e735 + 


其 中 
VAT) = {HICT) x HCT) PT), 


PT) = (o, 22) e nier) x rcr) e POD}, 


现在 加 得 本 节 的 主要 结果 ， 
定理 3.4 若 (nm)e T(T》 且 满足 衫 容 性 条 件 (8), 则 变 分 
问题 (23) 在 商 空间 VCT》 中 存在 唯一 解 ， 且 解 Cesta) EEK 
PT AEN ARR A Cm). 
ik. AY Com) 满足 相 容 性 条 件 (8》 故 可 在 商 空间 VT) 
中 考察 变 分 问题 (23)。 Bl 3.2， 且 易 证 PCs») 为 VAT) 
上 线性 连续 泛 函 ， 于 是 利用 Lax-Milgram 定理 ， 即 得 变 分 问题 
(23) 在 TXT) 中 存在 唯一 解 ， 最 后 由 
aC os, em < Dn 5 te, 3 ty 5 My) = FC yyy) 
< frs mro lC s ts yr 
可 得 
Cote salire < = Csm) lay 8 (27) 


wA, 
此 定理 也 可 由 定理 3.2 及 3.3 ELE. 
对 于 方程 右 端 非 零 的 重 证 和 方程 边 伪 问题 
p mi oÑ, 
(Tu, Mu) = Gm), TE, 
REETH Green iKXE(I8) E. Green 第 二 公式 (16) 得 到 Poisson 
积分 公式 
ule) = | L—T'GCos P ule") 一 M'GCos Pn GM 


(28) 


d {{ Glpsp Jdt (29) 
2 
及 自然 积分 方程 
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| Tu = | (Kose, + Kurslds' + [í TGCp, pP Dap ， 
: (30) 
Pe |, [ Kyoto, 十 Kyu, | ds ax {| MG(p,p ICP dP’. 
LAB ] 
Tu 一 | TG(p,p KK podp = | [Kotto + Kawalds, 
D 


Mu 一 || MGCP PO KO) Te 4 EK ig, 十 Kyulds, 


便 可 见 , 它 与 了 一 0 时 的 边界 积分 方程 有 相同 的 自然 积分 算 子 ,只 
是 堪 端 已 知 项 有 诬 改 变 。 于 是 利用 定理 3.4 即 可 得 到 , 当 


fo 一 il TG(p, pP ICP dP’, 


m =m — J| Coop Co Dao 
满足 相 容 性 条 件 
Wa , 84^ 
| (1 +m ÊL) dsm 0, vec PLO) (31) 
时， 相应 的 边界 上 的 变 分 问题 《23) ASI VCT 2 中 存在 唯一 


BR. 由 于 在 Green 第 二 公式 (16) 中 取 u = gE PCG) K v= 
G(p.p) 可 得 


gp) 一 | [一 CD7G(e， p)— Sake), MGCP, pas, 


Ve EQ, 
TA 


7 FL d 24) 
| 人 es 十 s | .Us 二 ds 
~ |, a || TGCp,p fp yap as 
2 


i EZ | M GCp, p Mp dp ds 
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放 相 容 福 条 件 (31) 正 是 Neumann 边 值 问题 (28) 的 相 容 性 条 件 
jd c +m ot) de + il, fgdp = 0, 
Vq€ PQ), (32) 


今后 将 只 讨论 f 一 (NEARY CIR A EL RA 
化 。 


$4. 典型 域 上 的 自然 积分 方程 
及 Poisson 积分 公式 


本 节 通 过 Green AA., Fourier 变换 或 Fourier 级 数 法 ， 
复 变 纳 数 论 方法 等 不 同 途径 求 出 上 半 平 面 、 浪 内 部 区 域 太 漠 外 部 
区 域 的 重 调和 方程 边 值 问题 的 自然 积分 方程 及 Poisson B4 分 公 
S 


$4 Q X EXE HE 
ESP ROAM ro rA T BEAMER SOR 


TIEN 
On ay ` 

i. Green 函数 法 

人 

EC p omo s x + Cy — y Yil [(r — x'Y 
+O— yy] (33) 


ELE aes Green HRY 
GP, D Sess ayy | 


"aun 十 人 一 了 了 yy 
X In + 22 34 
(r= xy -4r(-ry»y i | (34) 
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AGB 户 一 《xy 六 一 人 rz y)。， 出 (347 可 得 


2 
一 人 Ci 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
ni(x—-x ¥+y] ” 
8 了 好 
- AG yam 全 一 一 一 
Be ie eae at 


于 是 得 到 重 调 和 方程 的 Poisson 积分 公式 


| 
s(x,y) " a (Gaya yp jdr 


1 [f^ y 
-if eu m ux Cx jdr, 
y 2 0, (35) 
2 2y3 
PON M C EE E 
* (459) x(a" + y) e y) x(x? + yy : 


则 (35) 可 和 福成 
u(x,5) = B(x, y) sx) 十 Ax, y) uu), 
其 中 炒 表 示 关 干 变 量 * 的 卷 积 ， 由 此 可 得 
a — TBx, Y u(x) + TACs, y) ku, (2), 
Mu = MB(x,yyskuQ) + MACx,y) ux), 
将 x 一 C0, 一 1) 代入 ,通过 简单 的 微分 运算 并 应 用 广义 函数 的 极 
限 公 式 


2( y! — x?) 2 
Rn = 一 ——, 
320, a( x? 十 PYF zx 
MET. 
lim 2(3x y $3 P 8" (a), 


y=, a(x? + yly 


m UG — Sry 十 yx -a 2 ; 
EE CT din aD E 2. (s 
an a(x? + yo wx! er (3), 


EA 
MACx, y) — lim |»A 4G) (hy 2 4G») 
y, oy 
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MB(x,y)— bm | ABCz) 十 【1] 一 rd EC) 


一 《1 + » 8" (x), 


TACs,9) = lim |-2 AACE) FQ — 9) Beo 


: AG) | —0 3:3) 9) 
TB(x,y) = lim E AB(G y) + (1 ») =o 
y 90, On F 


BU »| 一 = x 5" (x), 


从 而 得 到 上 半 平 而 薄板 弯曲 问题 的 自然 积分 方程 
Tula) = -2 ku (2) + (0 F vu), 


j (36) 
Mula) = (1 + yu E) — — uu), 
或 写成 矩阵 形式 
AT 
fae m a m FISH Boss 
BO ccr -去 


注 。 上面 用 到 的 极限 公式 均 可 由 广义 函数 论 中 的 基本 极限 公 
式 (参见 [75] ) 


TIRE NEM iy sm ln; RC. gear 
a (x + iy)" ca x" (n— 1 E. 


le (37) 
TEM. 在 (37) 式 中 分 别 取 n= j], 2 再 分 开 实 部 和 虑 
部 ,依次 可 得 如 下 极限 公式 
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= ` 1 m—.o li 
tt l: ey E gy 


ms xà(x); 


2 1 i 
-2 TOR dim aid ane 
5 ane (x? 十 yy gt 
2xy g 
m x) 
v. (x? yy Í 
3— xy! 1 
= 3. lim -之 
Pe ara at 
3ry-— y x, 
li 一 一 d 
icr 160 
|n 4 
5-4 lim Ž 6x y + y at 
yoo, 《好 十 他) x 
lim 4x3 yu try? — um. Y" (x; 
Fu grep yn 6 
85 lim x” — 10x°y? + Sry? rcm us 


— (x? 十 yp 2 
ju ntc Ce y owes T 
im. qe y» 27 (x); 
SES, FERRARE T EAP PAS IE Re AE ERSTER 
RRA. HOAN, 下面 的 极限 公式 也 是 很 有 四 的 ; 
lim yum s a 220—321 
0. EY) 17 a — DI 
其 中 定义 《一 1)1 一 1。 ddr n= 1,2,5, & 


B(x), n — 1 2 。， (38) 


ma]. li = ai 
n ! jai. Er 7 y X (x), 
3 
n= 2. lim a AER 6x), 


y-. (x? + yy 2 


3 y 3 
— . ee ee WEE) — 他 
pe bra (x! + yY 8 (n. 


lim - - 
»- (x 15 16 


"Iie 


H 35 

= 5 s li NEN: OPEN Aum „u é » 
(er d Cni 1128 
"i Fourier Æ #a7é 

对 重 调 和 方程 
O*u O'u O's 

Ht 2 + On) 
02^ arð Oy  ' 


BR x— E 作 Fourier 变换 ,得 
UI — 2£U" + EU — 0, 


其 中 
UCE, y) =  [u(x,y)] = E e "ux, y)dx 


为 w(x, y) 的 Fourier BHR. 解 此 以 二 为 参数 的 变量 OMe 
分 方程 ,并 考虑 到 在 上 灶 平 面 求解 , 则 可 取 形 如 
U(E,y) — [olE) 十 BCE)yje "", yoo — (39) 
的 通 解 ,其 中 E) 及 BCE) RE TE 
a(£) = F ty, 
BCE) = 一 多 n, + (Elm, 
由 于 nn 于 (0, 一 1)， 由 (86) 可 得 


OA 
ad (et et oe. 


Ma = vhs + (1 — ») 57. ; 
Afi 
bons - (1 + vMIECE) + C1 ns ass) 
F (Mu) = (1 — X'aC£) — 2/8185), 
将 oF) 及 GE) 的 表达 式 代 人 ，, 恒 有 
b = —(1 FEF u, + ELF m, 
F [Mul = 2/E| F s, — (1 + 2E us, 
应 用 Fourier 变换 公式 


7|- = |s|, 


9 d 


即 得 自然 积分 方程 (367)。 
EK aE) 及 BCE) 的 表达 式 代 人 (39)， 并 应 用 Fourier 变 
换 公 式 


s y | 一 qnis, 
x(x? oy) 


则 可 每 Poisson 积分 公式 (35)。 

3. 复 变 函数 论 方法 

由 重 调 和 函数 的 复 变 函数 表示 ( 兄 本 章 第 2 节 )， 知 2 上 任 一 
重 调 和 函数 必 可 表示 为 
sere u(z,y) = ReF(z,2), 


F(z,2) = sp) +o), 
eG) 和 é( 为 0 上 的 解析 函数 ，z 一 zx 十 iy， 肥 之， 任 一 这 
样 表 示 的 函数 w(x,y) 也 必 为 重 调和 函数 . 设 vlr, y) 一 ImF(z， 
2). TEL 
Fo) = F(z,s)|r = xp(x) + 6G), 


F(z) = — 5 F(s,z)lr = iple) — izp (s) — iQ (0), 


(MF) 一 [var + (i — vr) rain 
Oy’ Ir 


= M1 + vp (x) — (1 — » ep” (x) 
~ (1 — »)ġ” Cr), 
ano- [29 ea - AE], 
= (5 — viqg (a) + (1 — »)ixg" (s) 
TO 一 246" (2), 
由 前 二 式 解 得 
pie) => FG) ~ E iF), 


eG) = FG) 一 n xF) + m F(s), 


* 183 * 


代入 后 二 式 并 取 实 部 , 即 得 
due = —20, (x) + CI + $us, (x), 
(Mu)(x) = (1 + v)un (e) + 20,06), 
注意 到 
ux) = Relzplz) 十 由 (z]]y=o， 
vols) 一 im[zop(z) + b(z)) yo, 
及 zol) t ele) YO LARTER, A RETRY Cauchy- 
Riemann RHR ESSE HM NB ARSE, eae 


vile) — Č Releple) + G1 m — kn GO. 
ay ux 
同样 ， 只 须 注 意 到 ip (2) 一 imp (x) — id^ C) 为 8 上 的 解析 函 
数 ,又 可 得 
8 


e,(x) = 一 ay Re[ip(z) — izp (z) — ip (221, 


—— la), 
pr 


取 此 二 式 代 人 Tale) EK Muls) 的 表达 式 , 便 得 到 自然 积分 方程 
(36), 

当 吕 为 下 半 平 面 时 ， 重 调和 方程 边 值 问题 的 自然 积分 方 查 仍 . 
由 《36) 给 出 ,这 里 不 再 详 述 . 


$4.2 2 HAMAR 

半径 为 尺 的 圆 内 部 区 域 的 边界 为 圆周 了 一 {(r, 8) ae}, T 
上 的 外 法 向 导数 Č 一 0. 为 简单 起 见 , 先 设 R 一 1. 

L Green RAGE 


由 重 调和 方程 的 基本 解 EC, r) 出 发 易 求 得 单位 贺 内 部 重 
调和 方程 的 Green 函数 为 


G(p,p ) = A {ir + 7° — 2rr cos(8 — &)} 
. l6x 


s i84» 


rb r^ — Arr cos(8 — €). | ct unu r" 
ai Fors?" — 2rr'cos(0 — 0") PU xi : jj (40) 
其 中 p,p ARB BID (r,600 及 (07,90. BETIS 


t 1 一 ry 
— A G r= = 一 一 st oo 
le 4zx[1 +r? — 2rcos(8 — 8)] ” 


B >» 
AG re "-— 
An’ rei 2m [1 + r^ — 2rcos(0 — 8p 


即 得 到 重 调和 方程 的 Poisson 积分 公式 
eb) = B {ol = P — res(8 0] "CS 


2x[l + r?— 2r cos (0 — 8)! 


d l1— rF u f 
4z[1 + r? — 2rcos(8 — 0 )] M sn, 
0s rl, (41) 
或 记 作 
mr,0) = B,(O) u0) + 4,(0)* n, (8), 
其 中 
TS LEE. s 
id 4z(1 + r! — 2r cos@)” 
d cp) 
P 2x(i + r? — 2rcos@¥ * 
于 是 


ra = T B,(6)x1(9) -+ T A9) xu,(8), 
M» = M B0) x 14(0) + M A(O): u,(0), 
= (cos@, sin 39-9 9.19 mi . 
由 于 n 4 9, 8), an ór ? as r 08 ; 通过 简单 的 
敏 分 运算 并 应 用 广义 函数 的 极限 公式 ( 见 [75]) 
lim -一 limn —L. .— 1i _ + aaa) 


rele | — z roto] — re” | — e? 


及 由 此 导出 的 一 系列 极限 公式 , 便 有 


M A(0) — lim [yA4(0) + (1 — ») 2 40) 
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= (1 + »)3(6) — ——! 
2zsin? 一 


MB(0)— lim (vas, €) a-»4 TTO) 


E E —1 
2xsin? 一 


LÀ 


TAG) — lm FARM 
f 


y 40) 


E m 
= (1 + »)8"(8) + — 


2zxsin?* -一 


? 


TB(8)- lm 4-2 ABABY C=). Le 


[42 xL ree Or 08 sco) 


= —(1 + »)5"(0) + —l _ x 3"(@), 
2xsin? 8 


于 是 得 到 单位 区 内 部 重 调和 方程 边 值 问 题 的 自然 积分 方程 
Tu= —(1 + »)4(08)-r 


* 49 (0) + C1 + v)u, (0) 


2zxsin? 


rm [c 


E TEN 1 
2xsin? — 
2 


X (0), 


(42) 


Mu 一 《1 + v)u (8) + * uO) + CI + v)u 8) 


2nsin? -一 
2 


1 


— 


xua), 
2xsin? — 
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或 写成 矩阵 形式 
Hs] Pe --»)"(8) — 2K"(8) (1 + 88) 一 ae 


Me tL »)57(8) — 2K(9) (1 998) + 2K(8) 
HL) 
T El ; 
其 中 
KO) = — 一 一 一 一. 


4zsin 9. 
2 


K(0 — 067) 正 是 单位 加 内 请 和 方程 这 值 问题 的 自然 积分 方程 的 积 
分 核 。 
注 . 设 zm re”, 当 0< 委 了 <1 时 ,有 


en] te gt te ete itd 
z 


= | + (rcosÓ + r!cos20 + > 十 recoszb 十 -…) 
十 Krsin6 十 rsin26 十 .十 resnag 士 .…)。 
利用 广义 函数 论 中 的 求 和 公式 (出 575] ) 
cosÓ 十 coa20 + +++ + cosnf "b ++) = 一 4 十 x5C8)， 
其 中 0<¢6< 22, K 


sin -+ sin20 + -+- + sinn + +- — eg. 


2 
可 得 
TE: bag & 
P om 2 #80) io ag 
t 
一 — ^—— + rel 
a, + 208), (43) 
$(43 1 8 
对 ( ) 取 微 商 一 56 得 
E 
— irg (B) 


ere ae 
rie (1 一 zy (1 一 e*y 
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mi Sah iced y. (44) 
4sin? 2 
2 
再 对 (44) 取 微 商 ,又 可 得 


li ~ (ey) — = ep AIC Wt 
ed (1—2 (1—e9y 2 (0) +i 2 (8) 


g 
m —t stub E E A ELS 
8in2 — 7 gcin? 2? 
.2 2 
依次 还 可 推 得 
T z EC emt 3s ps » 
rar (1 = 2) 《1 一 ey t 6 g (8) 
+ TTO) 一 is 8'(8), (46) 


4 $8 4 
im ——* -一 T + = mk 9 
ea (1—27 (= MF E 


wy ab (9) + = ij(8), — (47) 


SES. MICA3-747 EISE EOS EDT, BOS t AIRI 


公式 


: 1 f 1 — r cos 1 

lim Re = lim 一 一 一 -一 一 一 一 一 e. --zxó(8 
rvl_o 1—2z r» | — 2r cos + r’ 2 so», 
lim im l = lim — Sag... xa 1 ctg LM 
roles is meio l — 2rcos? +r’ 2 2 


lim R fo lim PO 0088 — 2r t r'cos0) 
rl a (1-— zy = (CL — 2r cos + ry 
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z : r(sin@ — rising) _ , 
lim Bi 
EE. (1— zy relia (l1 — 2r E 十 ey 一 < ^» 


lim Re TNT ENMES lim r'( cos 20—3r cos@ 十 3r!— ricos 


melo 《1 =z +i, (1 — 2r cos + rr) 
. 1 es 
umb 8 "uu 29 (8), 
8sin? — 
2 
Em Im E lim ru sin 20 — 3r sin Ó + r' sin) 
relo (1—z) mi (1 — 2rcos@ + 7’)? 
cos 一 
-~-~—/_+ 2 %@), 
a Z 
3 
lim Re 一 
Fel o 《1 — z) 
= lm (100530 — 4r cos20 + 6r'cos0 — 4r? + r*cos0] 
rs (1 — 2r cos + £P?» 
cos @ r 
Sa a 一 "(8 
4(1 — cos8y! (e), 
3 
lim im 一 > 
rele 《1 — zy 


aa ee rf sin 30 — 4r sin 26 + br’ sin 0 — r*sin 8) 
rog (i — 2rcos@ + r£?» 


sin 6 b 
aoa 5. 5 4 400 


r'[cos 48 — 5r cos 30 十 10r'cos 28 
10 r*cos6 + 5r! — r'cos0] — 


rb s (1 — 2rcosé + ry 
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2cos08 + 1 
一 一 + Z (9) — "td a 
8(I — cos Y "dd Se (0 


r*[ sin 48 — 5r sin 38 + 10r? $n 28 
ü 一 10risin9 十 r^ sin 8] 
- fim — - 
(i-a (1 — 2r«os0 + ry 


—. Sin8(2cos0 — 1). * gg) 4 E 
8(1— cos0) 4 di DIL 


SS. KERKSAAL T SABA SRR AR LB SK 
关系 ， 此 外 ,利用 递 推 公式 


POEA o ER A E E: D .a e E 24 

(iR) o» 7 ae le 一 | ek OG P 
k 一 1 2 

还 可 得 如 下 一 系列 基本 跳跃 关系 : 


ln) 


" 1 1 gt 
人 
nie C1 一 z} C1 一 e$» 2 P9 


ES j$ a8'(0) + x&(8), 


- 1 men oe -er Ld 
li T 
Md (1— z) ^" ü-eey * ee d uic 


= " ins (0) + xl), 


An ae zy B diues ep * 24 Fia +i 12 ; cur) 


= ws = is (0) + x0(8), 


等 等 。 


1. Fourier 级 数 法 
HARB 2 节 已 知 , 重 调 和 函数 有 如 下 复 变 淫 数 表示 
u(r,0) = ReUzp(2) 十 由 (sx)]， 
其 中 eG) 及 ols) 为 9 上 的 解析 函数 ，x 一 re iR 
p) — 21 d, r*e'*o, dx) - > B,r*e'*?, 


s=0 


O<r<ct, Hh oa, BB, He. FH 


fa £ 
u(r,0) - Re 124 čr ficit 00 十 
FTT 


> Brent 


s=0 


= (o -+ apr?) + P [Ca, r* 十 a, r**?) cos 58 


+ (CBr + par") sin 26], 
其 中 o], 82, ans 8. 均 为 实数 。 由 于 


nr,0) = (d, + or) + DL EC — irt + Col — igi) 


pti]. 十 5 > ECA + ig r" 十 (an 十 if, ele", 
故 也 可 写成 
u(r 0) >) (aur! H parei Qm rcl, (48) 
其 中 ao 一 ms， 8, = À,. 从 而 可 得 


4,(0) 一 5 Ca, + f,)e'**, 


—% 


«,(9) = >) Clala, + Clnl +2381, 


Mu(8) 一 [vAu + (1 -~~ 225 | 


r 


IE CENA UT NC 
— (1 — »)a,]|si + 21 + 128,1e/*^, 


* 43217 


l Br 


ast" 一 5 中 
3 r 


r 08lr 88 r Or60 


~ > iC] — v}(a, + 8, nls— [Cl — v)a, 


设 
u9) up 5 bem, b a - 5,, 
u, C8) md 5 Gaf ^ 2.,""4,, 
Mu(8) zm 5 pieni C a Cg, 
Tu(86)— 5 dpe"? doa ™ dps 
可 得 
b, =a, + Bas 


2, = Inja, + Cin| +2)8,, 
e, = (1 — a, + 8,)n! + [(3 + vp, 
— (1 — »Ja,lla| + 201 + »)8,, 
4, — (1 — »)Ca, + 2,) |n]? — [(1 — v)a, 
+ (3 + vle — 48,in|. 
由 前 二 式 解 出 


a, = (1 F IL — PN 
= 2 2 


1 1 
8,77 74,— 7 Inl5,, 
RA F ZAR 
[^ = [212] + CI + r)a, — [C1 + s + 21a] 15,, 
d, 7 —[C + v)n! + 21n1lo, + [2[n! + (1 + v)n]5,, 
由 于 


= 192+ 


* 
bt |n [ e" 一 一 1 
2 


> 
fe Ie 4zsin* 2 
2 


D baee) 一 一 27(9)， 


-= 2x 
便 得 到 单位 圆 内 重 调 和 过 值 问题 的 自然 积分 方程 《42)。 再 将 a, 
及 g. 的 表达 式 代 人 《48) 则 可 得 


s(r,0)-- 之 iz Cr? — 19r'*!a, 
1# i J 27, ixi is 
+ |r Test be ror E xi^ 
记 作 
u(r,8) = AKO) Eu, O) + BO) i (8), 


其 中 srl, 


A 
(8) 4n(1 + r! — 2rcos8) ’ 


BÁ8) = (1— P)(1 — reosé) 
ý 2z(l + r? — 2rcos8 y d 


这 是 因为 
à 


jiu o em 
re " > 
MES i + r? — Jrcos? 


= 


Sieg ee ce 
《1 +r? — 2rcosO y 


于 是 又 得 到 Poisson KHIARI). 
3. 复 变 函数 论 方法 
仍 设 u(r,0)— ReF(z,2), RH 
F(2,3) = zp(a) + d(e), 
ple) Roe) AO 上 的 解析 消 数 ,，z 一 re。 令 or, = 
lap e| TA 


e 193 æ 


PO) — Fle, E) lm — e oe) + bCe), 
F,(0) = 2 Fs,5) lya 
or 


m eae?) + (el) + Pp le, 
(MF)(@) = |^? EI 2 r| 


= - Ce?) 十 (1 — 3229 Ce) 
e"? p” le) + e7097( 693], 
(TEXO) = |--Z ar + a—» 2- (4. 8- 
e cU 
r Bra 2 
一 — Aeg Ce) + (1 一 v) Eep” (e) 
十 e"? g” Ce’) 十 25295" ( 9595 + Pp N. 
由 前 二 式 解 得 


pei?) 一 T e LIF) + FL(0)], 


d (e?) = FI) 一 FiFC0) — 3 F8) 
代 人 后 二 式 并 取 实 部 , 即 得 
Mu(0) = (1 + v)u, lO) + 29,078) + C1 + v2su (0) — 20,08), 
ee 一 《1 + rusl) — 20.08) — C1 + (8) — 29 (8), 
(49) 


由 于 

WCO) = Ref + [ya — pO AG} + Repo), 

e (8: dn i" TIORE 1E ec. + Ime? 9(0), 
KL eG) 一 POI+ GE) 为 ERR UT ER o, P I ín 


+1945 


Cauchy-Riemann 条 件 及 单位 圆 内 调和 方程 边 值 问题 的 自然 积分 
方程 ( 见 第 二 章 第 4 节 ), 可 得 


e0) = È m {E teco — ec eco] 
+ IAm[—ie7)9(0)] 
" 2. Re a eG OE oM 


+ Im[—;e7/)^9(0)] 


- 一 l * [l0 — Ree -epfK0)] 
tasin? £ 


+ In[— ie p(0)] 
l 


: * (8) — 2[ cosPRep(0) 


4szsin* — 
2 


+ sin 6l (0D TI. 
同样 ,由 于 el 


m0) = Re {2 Le) — 901 + eG) 十 zi 


+ Ree“? p(0), 
(9) = Im [D lpt) — pCO] + CO s GO 
十 Imerep(0)， 
其 中 一 [9(z) 一 g(0)] E e'G) +a) 为 9 上 的 解析 函数 ， 
可 得 
v8) = ——— ku l8) — 21 cos6Rep(0)+ sin&Imq(0)], 


4cesin? -— 
2 


将 这 些 关 系 代 人 (49), 即 得 自 然 积分 方程 (42)。 
4. 半径 为 忍 时 的 结果 
上 述 关 于 单位 加 内 部 区 域 的 结果 可 以 推广 到 半径 为 的 敬 内 


«1956 


部 区 域 ,此 时 有 Poisson 积分 公式 
u(r, = [^ 1 AIR remo 0] u,(8’) 


2zR[r! + R? — 2Rrcos(0 — 6)]* 


机 
4nR[r? + R^ —2Rrceos(8— 0) “ 


O02 r<ctR, (50) 


及 自然 积分 方程 


和 十 Le Wi'(8) 
2æR’sint A 


gal E SO i uo ey (6), 
2x R?sin? 6 


(1) 
PDT 


25 R?sin? NE 
十 2 u (8) — — —MÀ— — x*u,(6), 
2.Rsin! " 


$4.3 QB | 
半径 为 RR 的 圆 外 部 区 域 8 的 边界 了 仍 为 圆周 (Cn. pr} 


但 此 时 2 一 一 .为 简单 起 见 , 先 没 R= 1. 
a Or 


l. Green ij Xin: 
单位 项 外 部 的 重 调 和 方程 的 Green 函数 仍 由 (40) 给 出 。 用 

与 上 一 小 节 所 采用 的 同样 的 方法 ,并 注意 玫 n= (— cos, — sin 6), 
ð QQU uu LL 8 


On Dr ' as r 06° 


ART SC PR BAR EI IS RC L751) 


lim 一 上 一 一 lim -——}— = -l + 2800), 


-ælir Z — 1 "了 HI re? — 1 Ps 


可 得 到 单位 网 外 部 重 调和 方程 边 值 问 题 的 Poisson 积分 公式 


a 196 + 


一 人 人 一 1)i[recos(6 一 %) 一 1 ,, 
eno Ero coy ur) 
r? -一 l1 2 
—— 8) d8', 
4z|[ r’ + 1 — 2rcos(0 — 6')] ue j R 
r> l, (52) 
及 自然 积分 方程 
Tul) — (1-F »)u/(0) 4- ——l . Xu, (8) 
2zsin? -一 
十 (1 十 (9) 一 一 上 ku), 
2xsin! 6 
(53) 
Mu(0) — (1 + vu; (0) — —L — 1,08) 
2xsin' & 
2 
— (1 + vje (8) — 1 44,06), 
2zsin?-- 
2 
Xx. Nor re”, E fI] ET A 
i muc. und a oed de. 
z—1 )]—z' z z z" 


— (E cos + E cos 26 + napak cos nO + 2 
r r? r” 
TO EE F ee 1 . 
— i(t singt tsin20+ .+ ain ag + e 
r r? r” 


TI P^ SRB PWR AR 
cosÓ + cos20 -+ --- + cosnd + --- -o— bs), 


其 中 0&0 <x, KE 
sin -+ sin 20 + --- + singÜ +... = — ctg 


可 得 
。 197 。 


1 i é 


eg ee uie 
wap 
Ta pim 1 一 a5(8) + i cg 人 
= aa cu. (54) 
再 利用 头 系 式 


[p 7 n m 7 a : ^ Ne Dire: Bu 
可 递 推 得 到 


lim 7 = + iz (8 
ma (1 _ zy (1 — ey in 《 ) 
— ——1.. 十 jz6'(8)， (55) 
4sin/— 
2 
g? efi? j à 25 
Amor T üt, ToO. ¢ 
a i38 
li R eee Se E stad nes d g” 6 
a 《1 一 zy (1 on ei*yt : 6 ( ) 
07(9) +i Z aO), (57) 
i48 
rper im rer v OPE ® 


li 
ns (1 — zy 《1 = e'*y 24 
ll w . : 
T2 (0) — i 8"(0), (58) 


等 等 ， 将 (54 一 58) 诸 式 的 实 部 与 虚 部 分 开 ， 即 得 如 下 一 系列 极限 
公式 


ba ge: se i oe Ll. uy. 
Fori 1 一 —1.1— 2¢cosG + r? 2 
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lim Im 


: r sin 1 8 
= lim ————————-—— —— == — cig —, 
rol 1 一 有 r>l+0 | — 2rcosÓ + r? 2 2 
= : 
lim Re z ~ lim 7 cos) — 2r + r'cosÓ 
lag (1 — zy r+lig 


(1 一 2rcos@ + r*)* 


= |l 
9 
4sin? £. 
* 
ES z Z r( sind — r’ sin 8) 
raa (1 — xy 


“+140 (1 — 2r cosÓ 十 a n xd (9), 


ide z — r’ ( cos20— 3r cos + 36? — r* cos0 
irp (1— zy reiag CI 一 àrcosÓ + PY 
1 


十 8"(8) , 
8sin*O. 2 


r'( sin 20 — 3r sin + r' sing) 


(1 — 2r cos 十 rY 


iin in r'[ cos 398 一 4rcos28 -+ 6r? cosO—4p3 十 r*cos0] 
relin (1 — 2r cos 日 十 r?)* 


cos § Æ 
(0); 
4(1— cos6¥ 2 M 
lim TORRE. M 
[I 2) 


-— r'[ sin 38 — 4r sin 26 十 ór’ sin 8 — r'sin8] 
rely 《1 — 2r cos6 + Py 


- sin ð 


4(1— cos8y — 


Ton 
c ó 
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gi 
lim Re -一 一 
rag (1 — zy 


f'[ cos 40 — 5r cos 36 + 10r'cos28 — l0r'cos8 


pa E + 37" == 7’ 0030] 


relta 《1 — 2r cos8 + r?y 
2cos6 + 1 T 11 
e 20088 Tl _ rz yag ll co 
8(1— cos0): 24 Rae a ds 


i z* 
im [m ————— 
rb, (1 — zy 
mm ri sin 48—5r sin 30-- 107? sin 20 — l0r! sin 9+’ sin 0] 
rela (1 — 2r cos + 7*)? 
sin 8(2 cos 日 = 1) E s m 5 
- — ——————45.4-—58'(8)— —s5(08 
8{1 — cos) 4 (9) + (9), 


SH. USD IB Ze SCC Sib He PRABCTE A I. EAR 
关系 。 此 外 ,也 可 得 如 下 系列 的 极限 公式 


1 1 1 . + 
Ecl (1 = zy 《1 nee c?yl ix ( ) w 《 ) 


' 1 i LI 
is a 
say US 2 
十 i x’ (0Y — #8(0), 
1 1 .É pre ” 
—————— — i-- 8"'(0) + x (C0) 


im 一 一 一 -一 一 一 
pda (1— xy (1— e?» 6 


se i a8 (8) — 8(8), 


+ ] 1 w " 5 NI 
lim —————— = ——————— — — 908) — i z5"(0 
relse (1 — 2)! (1 — eY 24 8) 12 x di C2; 
Ta LAO 十 i? 20’) — axX(8), 


等 等 。 值得 注意 的 是 , 当 rl, 时 的 这 了 两 个 系列 的 极限 公式 与 
= 200 。 


上 一 小 节 中 当 + 一 1. 时 的 祖 应 的 极限 公式 的 差别 仅 在 于 ; A 
& (6) 及 其 导数 的 项 均 改 变 正 负 号 。 
2. Fourier 级 数 法 
仍 由 重 调和 玉 数 的 复 变 匈 数 表示 出 发 , 设 
u(r,0) = Re[zp(z) + (a)l, 


BERRE h EAR p) 及 ble) 应 展开 为 
pls) 一 > "E "e 7. oie) = > B.r "e", 
rd, RẸ a,, B, HAR Min s(r,0) 也 可 写作 


u(r,0) — a, 十 5 (a, + B, r')r "et, r > 1, (59) 
ET 
这 里 Go. ™ 站。 Boa " Bas 于 是 
uo(0) = ao + b (it, + e 
us 人 (6) = S1 LInla, + (In| — 238,16, 
a St 


一 只 
weed 


— G+ »)n] +201 +r) Ip, he, 


Tu(0) 一 之 {(1— vX laf + 8o, -- [C1 — »)]ol? 


十 (3 + ve — 4|ni )g, )e"*. 
设 


PACD. E > 6 en, oy cd Bas 


HotU) 一 > aye’, Gig ™ ds 


+ 20k o 


Mu(@) as 2 ee", fin las 


Tu(80)- >> de®, d, — d,, 


可 得 
by 一 ayy Go ™ oO = d =O, 
以 及 
b,™ a, they nD 
a, 7 |nlo, + C| n] —2)8,, n7 0, 
e, "^ (1— oC’ + | ala, + (Ck — r)a 
—(3+y)|n| +2(1 + »2]&,, 20, 
d, — (1 — »X |o + Do, EO — v)jal? 
二 《3 + vj — 4[n[]8,, 2X0, 
由 前 二 式 解 得 
[e 7 (1 7 ln jotta, 
"n D, (60) 
B, = 7 lnlb, — 7 0s 
代 人 后 二 式 得 
一 [2in| — CE + »)1e, + [—(1 + »)r 十 2|2| 18,, 
da [—(1 + v) + 2|n| l]a, + [2| 5|? — Ci 十) 天] 
从 而 可 得 自然 积分 方程 (53 )。 再 将 (60) 及 a, — b, f&A. C595, 并 
注意 到 当 r > 1 时 
3 — i41 4/28 yc 
D i ear 
> TD— - Was ms c 
又 得 到 单位 圆 外 的 Poisson 积分 公式 (52)。 
3. 复 变 函数 论 方 法 
仍 设 s(r,8)— ReF(z,2), kh 
«102 


F(x,2) 一 sp(x) + pCa), 
PC), p) 为 上 的 解析 函数 ，z 一 re”, HS 
o(r,0) = ImF(z,z), 
于 是 
FO) 一 F(z,z)|lr — ple) + ble), | 


we — OL : 
F,(8) Ór F(z, Yr 


= —[e ple?) + p Ce) + eip eY], 
(M F)(8) = E 十 (1 一 ud F| 
| Or? 


T 


TEPAOD ín. 
e? p” (e?) 十 ep” (eid)], 
= —» 9/19 p.. 
(TFA) =[—2 arta — » 2 aLr- +5), 


-— 4c? p” (e'*)— —(1—»)[e*o" (es) 


十 e? o" (e?) 十 26729," (e's) 十 chy” Cei 
解 前 二 式 得 
eet) 一 > e'sLiF(0) — F,(8)], 


b(e?) — F,(6) — > iP (9) + > F,(8), 


代 人 后 二 式 并 取 实 部 ,部 得 
Mu(0) = —(1 + v)u,(0) 一 20(9) 
+ CI + v)« (8) — 29(8), 
Tu(8)-— —2»,(8) + (14- vu, (6) 
十 2zo (0) + (1 + »)« (8), 


(61) 


注意 到 
(6) 一 Re p: eG) ec) |], 
£z rel 
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e (8) — Im + S r 2 


其 中 小 plz) + ole) 为 单位 加 外 区 域 o 上 的 解析 函数 ， 由 解析 


BREY Caichy-Riemann 条 件 及 单位 加 外 调和 方程 边 信 问题 的 
宙 然 积分 方程 ( 见 第 二 章 第 4 节 ), 便 有 


v0) 一 


一 X uy (9). 
4xsin? -一 


同 理 可 得 


v, (6) = —-L__ xu, (8), 


4xsin? — 
2 


把 此 二 式 代入 (61), 倒 得 自然 积分 方程 (53), 

4. 半径 为 妨 时 的 结果 

上 述 关 于 单位 圆 外 部 区 域 的 结果 可 以 推广 到 半径 为 R 的 贺 外 
部 区 域 ,此 时 有 Poisson 积分 公式 


i= 2 242 id 
zo 《rz 一 R'y[rcos(8 — 6) — RJ (6 
mr 8) | n pm n ) 


人 E 
Ax R[r? + R’ — 2Rrcos(8 — 0)) uC?) : 
及 自然 积分 方程 | i 
Tu i? 4/(8) 二 一 一 ku lO) 
: 2x R’sin 
2 
十 汪汪 (8) 一 一 1 .kw,(0), 
R 22 R’ sin’ = 
(63) 
Mu =~ l E a u, (0) 一 — uO) 
2x R'sin! — 
2 
EP Led u,(8) 一 — * «,(0), 
R 2x Rsin!? 2. 
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$4.4 几 个 简单 例子 


可 以 举 一 些 简 单 例子 来 验证 上 述 典 列 区 域 上 重 谓 和 方程 边 值 
问题 的 自然 积分 方程 及 Poisson 积分 公式 。 为 此 , 先 给 出 如 下 一 
些 卷 积 计算 结果 。 


Dj : * cos RO = hcosk0, 
4xsini . 


2 
1 


— 


* sin kG = ksin kd, 


4xsin* —— 


2) Mosr-lth, 


1 一 r’ 
————————— —— k cos &Q = rt 8 
2x(1 -+ r! — 2r cosQ) E PERES 
1 一 r 


————— k sin KO — 7st sin £O 
2x(l + r’? — 2rcos0) eae Tents 


(1— r!Y(1-— rcos86) l k ; ] 

—— ÁÁ—BAI 0=|1 十 一 {1 一 

2x(l + r’? — 2rcos6)! ii 2 ( F3 
» r* cos £0, 


(L= ry reos) . = l a 
2x€l + 7? — 2rcosG)’ moans [i+ 2 G 2) 


- r* sin £O, 
3) Hr 1h, 
Se * cos 0 = r *cosk0, 
2z(1l + r? — 2rcosd) 
r— 1 


————————— -— — — xx sin &O — r *sin £0 
2n(l + r? — 2rcosé) k ý ko, 


(r? — 1Y(r cos — 1) | k | 
ee Cnn i 
2x(l + 7? — 2rcos0y nd 2 (r ) 


* r 4cosk8, 
(rt = lY(reos0 =) y sinko = | +i 1| 


2x(l + r? — 2r cos0 
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»r tsinkd, 
要 证 明 这 些 公式 是 容易 的 ;例如 ， 


"M ST cos £Ó 一 1 S) ncos nO k cos kd 
7f 


tu AE 


Lv / 
ud d cos n(@ — 6’) cos RO de’ 
«X 53-1 a 
2x 
x. kos 80 | cos 基 8 dO — kcoskd, 
x 0 
当 0< 和 r<<1 时 ， 
1— 7? 


LO uu 
——————————————— * cos kÓ = —- r'*5e/*? 4 cos kd 
2x(1- r? — 2rcosd) 2x 之 


e (+ 十 i 5 ri cos 8 ) cos RO = r*cos X0, 


2x T 4-1 
“4r>1k, 


Cr? — 1)'Cr cos — 1) y coske 
2x(1 + r! — 2rcos@) 


ic^ = < 
=) (z l Yer menm 十 1 b3 pt) x cos kd 
da. is c. 


r IE = = 
rh Dy nr t cosnó + > 十 二 Pr "cos 8 Jæ costó 
^ m » 


2x sexi no} 


= [Aw zy 1 rk cosk6, 


等 等 。 实 际 上 ， 在 前 夯 利 用 Fourier 级 数 法 推导 单位 图 内 部 或 外 
部 区 域 的 自然 积分 方程 及 Poisson 积分 公式 的 过 程 中 已 经 得 到 过 
这 些 结果 ,只 是 在 那里 它们 并 未 被 写成 这 样 的 表达 式 轻 了 ， 
例 1。 如 为 单位 圆 内 区 域 ，u(r，9) — rcosg 为 8 上 的 重 调 
ARK. TE . 
up) = u(r,0)|r = cosd, 


uU) = -È u(r,0)lr — 3cosó, 
or 
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Mu(8) = [vAu + (i 一 v) n] — [8yr cos 
ðr? Jr 


+ 6(1— v)r cosb], — (6 + 2y)cosð, 
"m A spt Lo j 
ohn) | Or ae r 08 E 08 
ND Eu rt - 
1 2 wl} (=H ccd Cl bend} 
一 一 (6 + 2v)cos6, 
容易 验证 它们 满足 自然 积分 方程 (42); 


一 (1 + v)u; (0) + 


Xu, (6) + (1 + v)», (8) 


2sxsin! -— 
十 i Ku, (0) — (1 + »)cos8 
2rsin* 一 - 
十 2| 一 * cosü 一 3(1 十 »)cosd 
4zsin? 3. 


a : Josse 


4asin? . 
" 
+ 2cos0 — 3(1 + v) cos0 — 6 cos 
= —(6 + 2v)cos6 = T «(6), 
C + (0) + — 


x (9) + (1 + v)s,(8) 


1xsin! & 
2 
一 -一 Ku (8) = —(1 + v)cosd 
2xsin* 一 - 
S MR: X cos? + 3(1 + v) cosó 
isnt 2 
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42(— —1 jose 
deat 
i 2 


— —(] + »)cos8 — 2cosÓ + 3(1 + v}cosô + 6 cos 
== (6 + 2»)cos8 = Mx(@), 
再 将 lO) 一 cos8,n,(0) 一 3cos6 (EA Poisson 积分 公式 (41), 
可 得 


1 — r?Y(1 — rcos8) (i — r’ 
( Au OBE). laetos ! o 
2x(1 + r? — 27 cosy m8) 4x(1 -+ r! — 2r cos) Nu 


= f + ja — r) |r cose — Pa — r?)r cos 


一 ricos, 
严 是 要 求 的 重 调和 边 值 问题 的 解 函数 u(r), 
例 2。 吕 为 单位 圆 外 区 域 ，x(r,9) 一 了 cos36 o 上 的 重 
调和 函数 ， 于 是 (6) 一 wx(ry6)|7 一 cos36， 


u, (0) = — KR u(r,O)|r = cos 30, 
Or 
oO? 
Mu(9) = {van +(i—v)— u} 一 《2 一 10»)cos 30, 
: Or? Ir 


ð 1 .8/1 ð 1 28 
Pao My Apa ae La (te md y 
M P ea ») r Dr 086 r 808r" r 


— (42 -- 181) cos 30, 


容易 验证 它们 满足 自然 积分 方程 (53): 
(1 + »), (8) + — kula) +1 + »)v7 (6) 


2xsin? + 
2 


* (9) 


2zsin! -一 
Z 
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T 


~ (1 + »)(—9cos36) *(- Es x 18 cos 30 


4xsin? + 
2 


CL 229 oi dO) CE Te E ET, 
4 asin? L- 
2 

=s Bl 4- v) cos 30 + 54 cos 30 — 9(1 + v)cos 30 + 6cos30 


= (42 — 18»)cos 38 — Tu), 
l x*(0) — (1 + v)» (6) 


《1 v) (8) 一 
2zsin? 8 
2 
1 
一 本 xx(D) 
2«sin! 2 
2 
eoccgdiga edil ! jns 
4xsin? 0 
2 i 
— (1 + y)cos 38 +2 ( — ~— Le con 38 
dwsin’ > 


一 —9(1 + v)cos 38 + 6.cos36 — (i + »)cos 38 -+ 6 cos 38 


= (2 — 10v) cos30 = Mu(6, 
再 将 (8) 一 c0$30, u,(8) = cos 38 FA Poisson 积分 公式 


(52), 可 得 
NE: i eae (8) 


2_1\ A 
(r 1 Yr cos8 — 1) Pen) eee : 
tæl i + r' — 2rcos0) 


2x( 1 + r! — 2rcosO Y 
et n (r4 1] r ‘eos 30 一 = (Cr? = 1 )r ?cos 38 


sant cos 36, 
r 


inde BORA hr BS) BA (LIRE eS RK u(r, 0), 
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. $5. 自然 积分 算 子 及 其 逆 算 子 


本 节 将 对 上 池 得 到 的 和 量 调 和 自然 积分 算 子 作为 拟 微分 算 子 进 
行 研究 ,并 写 出 它们 的 逆 算 子 ， 

由 本 章 第 3 节 已 知 ， 重 调和 方程 边 值 问题 的 自然 积分 算 子 

H Gn.) > (T, Mie) 为 (HET) X HÉQT)]/ PT) 

— IH) x HA) 
上 的 同 构 , 且 满 足 
[9€ ita Hy lacey S Cn Dens 
V(1,1,) € TOT), 

其 中 TO) = Hi(T) x HIC), C 为 不 依赖 于 (u.s). 的 常数 。 
设 


Hoy Ho 
=e ph a 
于 是 
H H a. H owl 
hu ol 
显然 有 


Ho: HT) HO), Ha: HT) > HO), 
K o: HT) HIT), Sy: HÁT) > HCT), 


它们 分 别 为 3 阶 .2 阶 及 1 阶 拟 微分 算 子 ， 从 而 重 调和 自然 积分 算 
+o 为 | ， | ] 阶 所 做 分 算 子 。 上 述 结论 是 由 微分 方程 理论 
得 到 的 。 下 面 将 从 典型 域 上 重 调和 方程 边 值 问题 的 自然 积分 方程 
的 具体 表达 式 出 发 直接 研究 它们 。 
$ 5.1 上 半 平 面 自然 积分 算 子 

已 知 上 半 平 面 重 调和 自然 积分 算 子 为 
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ES ae > 《1 十 »" Cx) | 


H = *. 
(1 十 x)” (x) —— 


xx 
仍 采 用 第 二 章 第 6 节 用 过 的 记号 DD 一 2, 并 利用 第 二 章 的 
(68) 式 ,可 得 
2|D|D' MEM 
(1+ v»)D: 21D| 1’ 
Xp poo ! 阶 微分 算 子 ，|D| 为 1 阶 拟 微分 算 子 。 于 是 容易 得 到 
X 的 如 下 一 些 性 质 . 


-| (64) 


D 96; Bia) x nay inta) x arty af? 1] 


阶 拱 微分 算 子 。 此 结果 由 微分 算 子 DD 及 拟 微 分 算 子 | DI 8S SIME 
DARI., (SUR RR 6.1 小 节 ) 


2) 由 于 行列 式 
215 — Cl be 
E + yz 21 引 | |-a- »a- 9e, 


故 当 一 3<> 到 工时 ,对 称 矩 阵 
2\E|* —(1 +») 
= + v)# 21&| ] 

址 定 。 对 薄板 弯曲 问题 , 0 一 "X 故 X^ 26 URS aD 
ET. 

3) 由 于 了 为 局 部 算 子 ，|D| 为 拟 局 部 算 子 ， 从 而 of 为 拟 
局 部 算 子 . a 

4) How Lye 一 3 ih, oC 的 道 算 子 为 和 下 || 
BHU AS: 


~1 1 p |ID|D'Y' (+r) D> 


OZB + lGa +D 2D)" |: Sa 


(1 — v)(3 + ») 
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HEX BA Rn 
|Dj- = ~+in|s|*, 
w 


D> 一 一 EFIE 


(21D57 — Lin |x| lr]. 
2 


以 而 得 到 上 半 平 面 重 调和 自然 积分 方程 (36) 的 反 演 公 式 


bos | = 1 
Aux) (1— »X(3 +v) 
-Linlzl 半 lzl| — — LO 5l 
T Z T u(x) 
x i 2 luc) (66) 
—;34-t»ixl — = nix 
容易 验证 
2 * 5" (x) (1 十 »)8" Ca) 
1 TX | 
l es v)ix 
i inel x [a] IE ES -pe " | 
1 2 0  5()J 
—- y Gc isl = quls 
$5.2 国内 区 域 自然 积分 算 子 
由 第 二 章 第 6 节 已 知 , 卷 积 算 子 
Ku 一 m * . H'*8(T) — HiT) 


为 上 阶 拟 微分 算 子 。 于 是 由 (42) 得 单位 贺 内 重 调 和 自然 积分 算 子 


e212 


为 


a! oa? ðt 
=i) er rT I 十 v)—. — 2K 
0t» gg pp tag 
HK 一 =. . 67) 
(l +») sqm 2K (i +») + 2K 


BRoro[) “| wmmons.n 


9€. HV) x HQ) > HET) x HHT), 
其 中 : 为 实数 . 
为 求 得 .%” 的 逆 算 子 , 对 单位 圆 内 重油 和 自然 积分 方程 (42》 
的 两 边 取 Fourier 级 数 展开 的 系数 ,可 得 
F Ts] —[C + oR? + 2(4(7)F gly] 
Dl »)k + 2il 147 [wo。1， 
S IMs] = —[CO + E + alk TA aD] 
* [CE +») + 2j41)* us], 


k= 0, =o PLLUM 


(68) 
其 中 Gf] 表示 f Fourier RARER RIE k I, BP e't? mi 
的 系数 。 上 述 方程 组 的 系数 行列 式 为 
I(t + v) + 21k? — — (00 9 — alki 
—(1 + vk? — 21k | (1 +v) +2] 
e (1 — »)(3 十 RR 1). 
从 而 只 要 veel, 9X —3, H R?e0, ke £1, (gol MA 
=, (1b) 32 
F am] TENET SEE = S Tau] 
(1 十 »)|X| +2 


TO-ÓGc OQ Dau, 


Pile EN Mae aes 
alaa] (1— ») 4-4 — 1) iL T «] 


Cit ») c 2[&| 


+ = oS rog 0*0. 
而 当 k= 0, 1 太一 1 时,(68) 分 别 化 为 


° 2t3。 


(eee = (1-4 »:4 Qu], 
F Tul) 0, 
以 及 | 
Jd iae 一 《3 十 AX ius] — F al}, 
F ST) = —(3 +») {FH lu] — 81 
为 使 这 三 个 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 正 是 原 边 值 问题 的 相 窜 性 条 件 


| [Mu 22 + Tu. plas — o, vpe P(O). 
r Ən 


pes isl, 


于 是 便 得 
Flu) m —— S MH, 


多 ,fm] 为 任意 常数 ， 
F uJ — Film) = + S Mu), 


3 v 
wid, x: 
令 
: C1 4 ») t 2i&| ike 
(8) = ————— e 
HG) 2 æl — v)(3 + ») (£ — 1) 


l 
m cos + 一 
(3 +v) 2e( 1+)’ 


加 > 
H0) > 2x(l — »X3 + »)|&|(£ — 1) Né 


430. t 


(a= 5 Dct»)-c2|k ,ing 
is E 2z(1 — »)(3 + v) (K — 1) i 
HS Sir AA BWA E AU 2 8 (42) BBC RAL 
had A dime 2 p ] 
us) H,(@) H,C@) Mu(0) 


stl4* 


5 sacl 


2 + -一 kos 日 
4- i | * (0), (69) 
y os? . 
其 中 H6), H,CO) 及 H8) AM Fourier 级 数 求 和 得 到 : 
I 
H,(@) assess 二 cosgln 2sin 9.| 
ror etm 
Jioc 可 
-一 Sud. 
H0) — aS Gen Poles Oe 
"t validi 
y— 1 
Be 
-一 一 一 一 一 一 2 ( n sin 2. 
H,(6) 一 Tae Ee 一 ex6)in |2 sin Ê 
+ (1 quj = ing + et cee 


7f 


el Topy 
ego ten) 
由 (69) 可 看 出 ,自然 积分 方程 (12) 的 解 含有 三 个 任意 常数 , 即 
f. cdd; f. i co DIO. E f. u sin 048, 
这 正 与 原 边 值 间 题 的 解 可 以 差 一 个 任意 一 次 多 项 式 相 一 致 , 


$53 加 外 区 域 自然 积分 算 子 
出 (53) 可 每 单位 贺 外 重 调和 自然 积分 算 子 为 


e215 a 


(iu) yw o. C+») 2 +2K 


ae OF 
o = » (70) 
(L +») 595 + 2K G+ 9) + 2K 
1 
其 中 仍 定义 天 一 一 — g*r waa ‘dai 县 
2 


9€. HEMT) X Hi"(T) -> HFCL) x HIT). 
用 与 前 面相 同 的 方法 ,也 可 求 得 (53) 的 反 演 公式 为 


#o( 6) X 2 
rol lc mc lao 


+ * (8), (71) 
其 中 


H0) 一 


1 2 | 
«— —  (—À ln 12 sin & 
T = DG "m 2) |- 2 — cos ln į sin 


— (14 pje 一 “sin9 十 KE n0 
2x 4a 


un D. 
z(1-4- »M' 


i E decals ee) 


. In 2s £| T +p) us sin à 
m 


cos 8 4- 一 一 
x a 


pt 3 ste], 


= aa — COS n 
Her e TED [2 (1 8)I 


2 sin 2. 
2 
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y 
-cosp 


一 (1 十 »)9 — * sing 十 iuit 
2x 4 


(00 pegi] 
d C1) 同样 可 见 ， 单 位 加 外 自然 积分 方程 (53) 的 解 也 含有 三 个 
任意 常数 , 即 i 
\, wd, | .wecosea8 x f. u sin Od, 


这 当然 也 与 原 边 值 问题 的 解 可 差 一 任意 一 次 多 项 式 相 一 致 . 


$6. 目 然 积分 方程 的 直接 研究 


利用 Fourier 变换 或 Fourier 级 数 方法 ,也 可 不 异动 于 关于 
重 调 和 方程 边 值 问题 及 其 变 分 形式 的 由 有 成 果 曾 直接 研究 典型 域 
上 尤其 是 贺 内 、 外 区 域 的 重 调和 上 自然 积分 方程 及 其 变 分 问题 的 性 
质 ,例如 ,由 自然 积分 算 子 导 癌 的 双 线 性 型 的 对 称 正 定性 、 连 续 性 、 
7- 权 圆 诈 ， 自 然 积 分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 , 解 对 给 定 边 值 的 连 
续 依 赖 性 及 正则 性 等 等 。 在 本 节 中 假定 一 1 和 >"<1， 


$6.1 上 半 平 面 自然 积分 方程 
已 知 上 半 平 面 重 调 和 方程 的 自然 积分 方程 由 (36) 给 出 : 


Js") (+ oe) 
bs A zx m" | 
Mu " 2 he 
《1 + v)8 (x) p 
= HE ( thes ty), 
Ei b di AGE SL NR HE 


D(1 4,390 ve) i | (500). Gn ds. 


命题 3.1 ”由 上 半 平 看 重 调和 自然 积分 算 疗 OC SERRE 
性 型 D(is, nta) 为 HUT) X HI) 上 的 对 称 正 定 连 续 双 
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线性 型 。 
x. FRA PH) Fourier 变换 ,于 是 


DC os un; os v) xi | (vas 9 2€ (m uu dx 


mil" ap : i "m E : di 
[z] 


容易 看 出 上 式 右 端 是 Hermite 对 称 的 ,但 左 端 为 实 双 线性 型 从 
而 得 Du, wn; t9 v4) ROS PRE. 特别 取 (v, Vs) xz CREAF 便 
有 
DG is) = $ | {2181 bel? O + Gai 
+ kem) + 2|£|* [4 1*)4£ 
1 


= +p pfa- +a +» (El, 


2 


+ L9G c») jas > 0, 


等 号 当 且 仅 当 
1 2 
t|, — 0 二 ye 一 0， 
iS m 0, 
RI 
fa — C9 + CCE, 
fi, T" CCE), 
oe 


n = Ciz + C, 
t, = C, 

时 成 立 ， 其 中 CoCo 为 任意 实 常数 ， 它 们 恰好 相应 千 Q 上 一 
次 多 项 式 的 三 个 系数 .但 为 使 (Cir + CC) € HUT) X HEL), 
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必 有 Ci; 一 C Cy 一 0， 干 是 得 到 DG usos) XE HFCL) X 
H (T) 的 对 称 正定 性 。 其 连续 性 也 容易 证 明 : 


BERATED] < | {2E Le l irl + ü To» 


ATA CADE ea MC AIL ARC 
«(7 elati +E + DUAL 
+ 15,1 lel) + + OA A IHE 
«LU e+ nare + DH 
(CE DELE + Ge DEATHS 
«i| ttt tap + Ce + tama 
{(" (C+ Ha + Ce + DEF Mae}! 
= 4' Cs Hal ohirgi l> Pyr syt 


证 毕 . 


$ 6.2 ”国内 区 域 自然 积分 方程 


为 简单 起 见 ， 设 贺 域 半径 R — 1. 单位 贺 内 区 域 重 调和 方程 
的 自然 积分 方程 由 (42) 式 给 出 : 


Bd E [a 4» (0)— 2K"(8) (1--»)8" (8) —2K(8) 
Mu (1 + »)5"(8) — 2K(8) (12-»)8(8) + 2K(8) 
*| Bl = OX (us iu), 


|, 


其 中 K(@) = — — 了 出 此 出 发 定义 双 线 性 型 
Asin? 一 


2 


DC. ss tor v.) ™ | (vo v, 7 C1 1, ds, 
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引 理 33 由 单位 贺 内 重 调和 自然 丙 分 算 子 .22- 导 出 的 双 线 性 
型 DC uit v.) 为 商 空间 VT) 一 [HIT) X HACT)1/P AT) 
上 的 对 称 正定 .了 - 梢 圆 . 连 续 双 线性 型 ,其 中 

PT 一 {CC 二 Cicose + C,sin 0, C, cos? 
+ C,sin8)|C,, €,, C, € R}, 
R 为 实数 全 体 . 
x, i 


uw,(0) 一 b a,275, a 7 Aas 


su, CO) E b» Aiae B. = Bas 


v,(@) aa > een’ Coa "Un Cus 


HOE M de, d amd, 


Dy ,u, io, Vo) = 2x 5 (dasta) 


, L +p + 2|]? eI e] 
—(1 +r — 2/2] Cl +r) + 2|n| 


b, 
Teds 
由 上 式 右 端的 Hermite 对 称 性 立即 得 BC, s; m. 07.) 的 对 称 
性 ， 特别 取 £05, t.) = CT P 并 注意 到 一 1 <v<il, 便 有 
Du, 4, zost) = 2x Y» (CO +v) + 2:21]la,!? 


— [C1 + ve! + 2|n:1C5,2, + a,b.) 
+ [C1 + vs! + 2!203]| 5, UT à 


— 2x D) {IG +») + Zisi] 


= 220+ 


| _ Cl +»)? + Zin, 


E 
e L^ ] 


-pb 
Chtv)+2}ni "l 


+ = 9) + vain’ — 1) EA 
(1 o») 2}n] 
等 号 当 且 仅 当 
NECS (1 + »)|n]* + 2is| p= 
(1 + »)+ 22! j arf E RM 
也 则 当 


n = 0, qb. a 1775. 
b, = a= 0, n 550, +1 
有 时 成 立 ， 从 而 着 取 A. b 为 任意 , 则 有 
= b, + bye"? De 7 m b, + b cosh + b" sind, 
wd) = bet? + he == bcos? + b" sin, 
其 中 à, 6, 6 为 任意 实数 ,它们 恰好 相应 于 8 上 的 一 次 多 项 式 
的 三 个 系数 。 于 是 便 得 DQe.u. sv.) 在 VIO) 上 的 对 称 正定 
性 。 又 由 


DU tip tipita) = 2v SY (CL +v) + 21nl]1o,]? 


~ [C1 + »)n + 2|n| Y(5,á, + a,b.) 
+ LCL + ve? H-212)1|5,17] 
m= 2x >) {0 —»vX]sl — 1), |? 


+ (l—v)C{al — sb.) + [CE + vn] 
+ 2]le, — |n]b,j7} + 2x(1 + »)]a,!? 
+ 4x(3 + v)|a,— Al! 

> 2r X, O-—»Csl—2121au + Ca! 


— ior |b, 5] + 2x(1 + vj a]? 
+ 4x(3 + »)ia — bl? 


.221* 


uu ou Oa ai ag oa 18 
diu EES 


EEA i }+ 2x(1 + v) |a]? 
+ 4x(3 T v)le,— bi^. 


E 
| 0, #, IP vr 一 "m em Haste) — Cos 0,207, T: TXH) 
一 2x Siw 151 fag |? + Cr? + 19115, |2) 
LP 
«2x inf (24/2 |a — Cl? + 44/2 |b, 
CeER CEC 
ial c, T | a, |? 十 | by — Col*} 
~ iei Dy LG? + 191 a, |? + C? + 1)? ie, |] 
| wel 2 
+ 人 V2 ja, — bl? + Dur 
可 得 
Di thos tu boot, > min (1 cv, Ad —») 
54/5 


3/704 | nid 


— min (i aF ENI Csu, iiaa 0229 
BU PCyws;vo,v。》 的 YaCr)- 精 圆 性 ,其 中 
min (1 + 从 2) > 0, 
通 后 ,连续 性 也 是 容易 证 昌 的 ,因为 
[D(u t, ;to vL) | < 2 > GC. + v) + 212|]l aul lel 


+ [C1 +)  2|]nilC]e,i ie.l + laLlld, i) 
+ [CI +v) + 2|inl]1l5,li2,1] 


.222* 


~ 


«2« Y Q1 (m + 1) lae,l teal + 2/2 (8 +1) 


: Clu! eL] + dau] 4,1) + 2/2 (e 
+ )015114,]) 


LAVT a 91 DG + DHL Ee 2G + DF 
- 1b, [215 [260 4 155 | e, I? + 268 + 1 Id, 012 


< EPI P [Cr 十 1)* ol? Cn? + 15145, ar 


: by C + 1)? |o, 1% + C? + 1>F 4,17) H 


一 4V 2 Cist loo wa), art? 
又 因为 对 任意 Go e.) € PCT) SA 


Dm ,u, ys Wy) ae Du, was Poy tu) 一 0， 


故 由 上 式 立 即 可 得 


(DC ty u, 50, 9,) | S 4 2 Cus M rli Cres tva. (73) 
ie He, 

利用 此 引 理 便 可 得 下 述 定 理 . 

18 35 若 已 知 边 界 载荷 G, me HQ) x AY) A, 
满足 相 容 性 条 件 (8), 贡 相应 于 单位 圆 内 重 育 和 家 然 积 分 方程 (42)7 
的 变 分 问题 

R Cista) E HET) X HIC), (818 
DC iss Hai Yaun) = Psp. (74) 
1 V(n,v,) € H*(T) X HCL) 
在 商 空间 VKT) = CHIC) x HAIPO) 中 存在 唯一 解 ,有 
解 连续 依赖 于 给 定 边 值 《zt m), 

i. BF G, m》 满 足 相 容 狂 条 件 (8), 故 可 在 商 空间 VCI) 

中 考察 变 分 问题 《74)， 易 证 Flv.) 为 VAT) 上 的 线性 连续 


* 223° 


i 
IFC %¢,)| 一 i Czy, + mv, )ds 


SC num -i lota A (Te 


再 利用 引 理 3.3, 便 可 根据 Lax-Milgram 定理 得 到 变 分 问题 474 ) 
的 解 在 VT) 中 的 存在 唯一 性 ， 今 设 ort.) 为 其 解 , 则 有 


min (1 + » KL) lee n ) voc) < D, Hn; Hosen) 
5 4/5 


= Flu.) x C228 DIF pase asl 40s zs vcr re 
于 是 得 到 解 对 已 知 边 值 的 连续 依赖 性 
5 NAT 5 Rn 


lC Evo SS max (TF 1 E »' 4(1— v») 


aC ,i Porn am (75) 
证 毕 ， 
仍然 利用 Fourier 级 数 法 ,还 可 得 如 下 正则 性 结 采 ， 
定理 3.6 FE Ce a) DAR ERA HRR 
(tm) € HT) X HT) 
x39 EUR 85) 8 WAAR EAB ARDS B42, Rs > 


E 为 实数 , 则 (wszs)e HC) X HT), B. 


Co, ity Mie: rc gft! upon 


s 5 1 
< max (4i — vy? ET NG ml a*coxgt* «m. (76) 


证 。 仍 设 
ua(0) "E > ase" 5 Gon T das 


uK(8)-— >) bne, bo, = Bas 


虽 由 自然 积分 方程 (42) 可 得 
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(8) 一 5 {Cl + vab, + 21n]'5, — C1 + v)n'a, 
一 2|#\a,}e'"’, 
m()) = > {—(1 + vmb, — 2|n|b, + (14+ v)s, 


l + 2|nia,]e**, 
于 是 


LG vn Il ate ove = inf [€ za 
(a, Pg € P.GO 


— (s v, ur unm = inf lC n, ) 
; CER- Ct T 


m (C, + Ce” F Gem, Cie” 十 Ce yl urn ryt thm 


—2e $i [Qr tly a + Ue + 1y 315, [1] 
——$ 


+ inf  2s(2[2* |a, 一 Cj 十 279 |, 


CatR CLEC 


E Ca T a; + (b, s Cy 


= 2x | DL + Ly ag! + à + My" b 1] 


E] 


Rs 21e, — 5|? + aij» 


[tsm llam m 22 9 t + LEE. + ») 


+ Zin} ja, — [Cl + v)m + 2ini]b, |! + (m + 1Yy 
* [ECL +r) + 2|2|1a, — [C + vw + 2|n|?15,]3) 
Slax Dine + DHI +v 2|s]|Y 


+ CGI + vy) [a] + 2¥— 2101 t v3l|s| +2] 
eQ +v + 2inlD0ICleL l* + 15, |?) 

+2(C1 +yli] +2)(C1 +7) 

+ 2in|1(s, — jalb), — |n|b,)} + 2x [27 
* 3(3 + vY |a — bi? + + Y'ai 


.225* 


ms Del + CL — vo PC le] — 1) ta, i! 


+ [nb |?) + 22127! e 3(3 + vla, — 4H 
+ (1 + »Yai 


16 PEA 20 g? :1T2 2 
mun 2,0 v» Yr + 1Y ilas] 


+ (Of + 1)]5, 7] + 2z(277 e 3(3 + »Y!la, 
— b »ya) 


. / 16 1 2 2 
ei as 《1 + vy) 2a} 31 Un 


in| 2 


+ 1 |a, [- G3? L8, [12-3 e 21a — lt + adj 
- min is (1— vy, (Q + »y) 
= [Costin rattan Harrys. 
从 而 得 到 (76), 其 中 为 复数 全 体 ， 证 毕 。 


此 结果 推广 了 定理 3.5 给 出 的 解 的 稳定 性 结果 。 当 一 一 了 
RS (76 )BNC75), 


$6.3. 图 外 区 域 自然 积 分 方程 


仍 设 回 域 半径 R 一 1。 单 位 洲 外 区 域 重 调和 方程 的 自然 积分 
方程 由 (53) 式 给 出 : 


m |- + »)5"(0) 一 2K"(8) (1 + »)8"(0) + | 
Mal LCi + 390) + 2K(8) « —C1 + ») + 2K(8) 


«[7] zd H(i, ty), 


其 中 KW) 二 一 -1—, 由 此 出 发 定义 双 线 性 型 


4 asin’? -一 
+ 
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DU toy 4432050.) 一 l. (vo, v, ^ Qus ty d s, 

DiR 3.4. 由 单位 图 外 重 调 和 自然 积分 算 子 .% ”导出 的 双 线 
性 型 DG, uus ss 0.) 为 商 空间 VCT) = LCD) x AIT), 
PT) — 1CC, 十 Cicos? + C,sinO,— C,cosO 
EZ: C,sin90)| C,, C,, C,€ R}, 

Bir) = { p€ may. 0,10 一 o}, 

证 。 仍 设 uO uA AY Fourier ARER ip 

ay. Mi 
Dna = 2x S2 (Du, 2.) 
Mo — (1 rd 
—(1-rv»)?--2|n|] -—(1-4»)-2In| ‘lal? 

对 称 性 显然 ， HY CATI ka (15,9, EE 

DU ty iua) = 2x D [2ni 一 G +o) 


ED 


G+ vs ale, | 
2[n|— (1 +») ” 


C= 93 +2 wWOF— D. al omen avg 
M 2inl-— (1 v») D 2x0 十 ”)03。 


由 于 we PA), BOR | vdd 一 0, 岂 即 a m 0, 以 及 一 1< 
vel, RA 


Ga — 


D(uy, Hy tp t, ) 之 0 


有 旦 等 号 当 且 仅 县 
— Q +r zin 
ý 2|n | 一 Fr) " ELM JTA.gR2 99, 
sn — lib, —0, 
也 即 当 
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i = — b a Pais 

a, = b, 7-0, 2&0, +i 

时 成 立 , 从 而 若 取 bd, b, HEB MAG 
mno me b, + bue? + oe o b, + b cosh + b” sing, 
u,(0) = — b,e'? — be = — b cos0 — b” sind, 

其 中 bobb” 为 任意 实数 , 它们 恰好 相应 于 2 上 的 一 次 多 项 式 


的 三 个 系数 . 于 是 便 得 DC Ho i, its vu) 在 VT) 上 的 对 称 正 定 
PE. X HH 


Dm, u, imn) = 22 >) 2I] — (1 +») 
— ICi + vini — 2, 1C{a,{? + m [5,17) 
dO £s — 211a, — I5la,5,17) 

+ 4xr(1—v) la, + KU — 2r{1 +) la}? 


z 2n > [2inj — (1 +v)}— |(1 + v)|ni 


2) 2i [ee 十 LM + 4x(1 — v)la, t b, |? 
22x >, min[(1 — »XIn| + 1),C3 + v) 


Cla] — Cla, P? + #*! 4, 1?) 
+ 4x(1—v)lea, + hl 


4 
> — min[3(l — pv),3 + v] * 2” 
54/5 
- $i IG? + 03 a, |? + Cn! + 19? | 5,11] 
iol ze2 
+ 4x1 ^ »)|a, 十 bls 


其 中 a, = sign[(1 + »)]5] — 2], 一 1 <» <1, a=0, BY 
Ini > 2 tf 


2|s] — G +»)— [(1 + »)|s] — 21 
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(1— »X [nl 4-102 0, a, 1, 
2|s| — (1 bv) male — »X |n] +1) 
十 (3 »Xis| —1)17 0, a, = 0, 
(3 十 2 并 — 15220, a,=—l, 
以 及 
(Gos Dl ra ink, Gs) 7 C90 vo uds 


一 2z Dy Cnt + 3 da, [* + n! + 1*5, I*] 
I) 2 i 


+ inf 2x {2/2 la; + C,|? + 4 2 |5,— Gl? 
CeERaC, cC 


T | By 一 C, 
= 2x | SIGE + DÈ lanl? + GP + DEB) 


EP 
十 XE le; + AU 


可 得 
12 4 
DG csi Yon [== o») ug), 
5 


ss 5 4/ 


3 em P tlg. 
"zii ?| xix + 1X a, 


€ GU DEB + AVF ja + bla} 


4_(3+4y), 2 
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一 min | (1— ») llGoss Pr ns 
(77) 
即 DC uostui vos v.) 的 VCr)- i [Bl 9E, H l 
i 4 3 l 
min — (3+), -一 《1 一 => 0, 
in | EG ts Iv »)| 
最 后 ,连续 性 也 是 容易 证 明 的 ,因为 


#229 © 


[Ds torte) | 2 Gn DE Fare ter 
AZICTDA M EP 
BME Cewa) € PO) AA 


DC thy Ha ;wos ts ) zs D( wy, Was torte) — (0, 


立即 可 得 


IG uns 00m) ] < 4 2 usu lv yrrll( os Meare (78) 
证 毕 ， | 

注 。 与 关于 男 内 区 域 的 引 理 3.3 显 著 不 同 的 是 ,这 里 以 
FACT) (ET H*(r), BID EE GE H IT B: 


| uds = 0, 
r 


jk — Pb AS ph Ml oL A JC 53 95 (CF BERGE BI Pe SIIB, 
自然 积分 方程 453) 的 已 知 边 值 M. 一 m 也 应 满足 约束 条 件 


| mds = 0, (79) 


”这 一 点 在 利用 Fourier 级 数 法 推导 单位 加 外 区 域 的 自然 积分 方程 
及 Poisson 积分 公式 时 已 可 看 出 , CULAR 4.3 ai) 
利用 此 引 理 便 可 得 下 述 定理 。 
定理 3.7 BOM G, meer) xa Kr) B 
满足 相 容 性 条 件 (8) 及 约束 条 件 479), 则 相应 于 单位 圆 外 重 网 和 月 
然 积分 方程 (53) 的 变 分 问题 
R G9») € HQ) X AAT), HB 
DU thoy u, iv, v.) = Fs. ts), (80) 
V(v,,v,) € H*(T) X H*(T) 
在 商 空 间 VAT) 一 LHI) X HSQT)I/ PT). 中 存在 唯一 解 , 且 
解 连续 依赖 于 给 定 载荷 《bb 加)， 
it. 在 商 空间 V) 中 应 用 Lax-Milgram 定理 即 可 得 变 
分 问题 (80) 和 在 VCE) eB. SR Costa) HERE, W 
有 


= 230 a 


. T 
mar 


: ae von " a= »)JlGns Pr 
< Du, n, ;tos ts ) T Fu, ns ) 
< Cm hy F dl Gn lras 


于 是 得 到 解 对 已 知 边 值 的 连续 依赖 性 


sV5 2V2 
ean tn ) ly or < max pees > a 
ce er eee (81) 


Wee. 

仍然 利用 Fourier 级 数 法 ,还 可 得 如 下 正则 性 结 

定理 3.8 CE Cu, wu。》 为 以 满足 相 容 性 条 件 (8) 及 约束 条 件 
《79) 的 《2,m) € HCT) X HOT) HAF RAN SVAN Raw 


自然 积分 方程 (53) 的 筝 ,其 中 ; 守 一 B 为 实数 , 则 


(uu, ) E HQ) x HCP), 


E 
lC uL) [usitate p am 
5 5 2 2 
< E ER i m )| grryx Ht ur), (82) 
其 中 


tT) 一 fo, € ut (r)l R vds 一 or. 
证 。 仍 设 uO) E uO) 的 Fourier 级 数 展开 如 前 ， 则 由 
自然 积分 方程 (53) 可 得 
1(0) = S21als 一 《1 +y)n']b, + [2|n| 
— (01 vata, be, 
|mQO) — S (21 — 0 + vat], + [2 [al 
~ (1 + »)leje, 
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由 于 mC) 满足 (79, 即 得 a, = 0, Miti | wuds = 0、 于 是 


LCS US Dirham mme 


= inf LET “,)— Coo % Me inm 
(Quar PEP LT) , 


一 2zr >) [P + 1Y la, + Cn? + 1y*?[5, |7] 


IE 
+ inf 2x12[2'** | a, 十 Gil? 二 2^ 8. rv Cl? 
Cy€ R.C€ C 
+ (by — 6) — 2r CD rt + lau 


Uam 


+ (Cn? + 19*3/ 8,17] 十 = © 2***| a, + ot, 


lr, mtg = 2x 2 {Cnt + 1y*'! [210m] 


— (1 4 »)la, + [215] — C1 + »5235,]^ 
cQ + Ily|[2ini — (1 + 22]a, 
+ [2|n!? — (1 + »)5!]5, UY 
2s C) wn? + 1) {[2[n| 一 《1 3? 
240,11 
UI + v)jin| — 27 — 2f[2lal — (1 + »)] 
- [1 + »)]2| — 211 Clo, I + 9718, 17) 
+ ór. F1 — »Yla, + bl? 
22a SS min[(] —»)X1n| + 10, (3 +27) 


| val Ged 
«(Jal — 1 nm + 1 Cle, |? + 215,17 
+ 6r e 201 — Yla + hl? 


2 min n (| — vy, £ (3 + irae -一 »y| 


» 2r > [Ce 十 Ly asl: 十 (n? + 115,17] 


1x] 2 


«232 。 


十 7 © 2a, + bl} 


16 


- min | 
125 


(3 4 vy, 2 (1 一 »»| 2x i » [Cn 


ith 2 
+ agit GE 1H onl la + P] 
—— m (3 4 vY, HS -»y| 
; VOR me eres 
从 而 得 到 (82)， 证 毕 . 
此 结果 推广 了 定理 3.7 给 出 的 解 的 稳定 性 结果 。 当 + 一 
时 ,(82) 即 (81)。 


$7. 自然 积分 方程 的 数值 解法 


FE at FH ARA AR RAPE ORLA. hE WAD ENE 
积分 方程 、 得 出 采用 分 段 三 次 Hermite 单元 时 刚度 矩阵 的 表达 
式 , 并 给 出 近似 解 的 误差 估计 . 

SRB BARRO LOR BA BMC), Ear 
o LEDERE (9). aia) 8 X BE Ow aT LBS AP 
FRORA ZUR 25 8CA2),. ht 

(Tu, Mu) = (1,m) € HQ) X HÁT) 
并 满足 相 容 性 条 件 《8) HEM. iB ET RTL SANE ADS RR 
《42) 的 解 可 差 一 组 如 下 空间 中 的 出 数 : 
PKT) = {{p, 22) | pe eco] 
On /r 


-— {Cacosd + ésind + c,acos8 
+ ésint )(a,6,¢€ RE, 
由 于 | 


e 233 a 


K(@)x1 = O0. K(8):k cos? = cos, 
K(@)* sind — sind, 


其 中 (0) 一 一 一 一, 由 《42) 也 可 直接 看 出 , 对 任意 实 常数 


A xsin? — 
2 


Csbyc, . 
(1,5 4, ) = a( cos, cos 2) 十 bt sinf, sin Z7) + c(1,0) 


确实 均 为 (427 的 齐 次 方程 的 解 。 
自然 积分 方程 (42) 也 等 价 于 变 分 阅 题 474), 其 中 


D(s, 4,59, 9,) 一 NO la + »)s,(8) 


ix 
e ae u,(8 d + (1 + v)u; (0) 
2 


= 1 T4 ta 
d — E : 8 
f 8 & Ree, )46 JE uk ) 


2esin? 一 一 - 一 
2 


, (2 1 á 
[C1 二 1082 (9) + i ET u, (3 Jd 
2 
: i Fe A N 2xsin* diy 
2 
«one hua, 
由 上 节 知 , 它 是 FeCD m HIT) x HG ))/ PT) EX: REE, 
7- 奖 圆 ,连续 双 线 性 型 , 变 分 问题 (474) 在 商 空 间 V) 中 存在 唯 
一 解 , 而 原 边 值 问 题 的 解 则 可 由 Poisson 积分 公式 (41) 得 到 。 
ESRB EE Neuman 边 值 问题 (7)， 而 是 ” 简 支 " 板 问 题 ， 
BUE) You — m 及 MHz 一 六 为 已 知 边 值 的 重 调 和 边 值 癌 题 , 则 只 
须 求解 (42 ) 的 第 二 式 即 可 ;此 时 积分 方程 化 为 


asin 


t x 


其 中 
ORE OR kD ae 
2msin UE 
为 已 知 函数 (83) 显 然 比 (和 2) 要 简单 得 多 ， 它 所 定义 的 积分 算 子 
A BTE ECT BD 
X n: HICT) r H^i(r). 


$7.1 重度 矩阵 系数 的 计算 公式 


今 对 圆周 了 进行 有 限 元 剂 分 . 剖 分 满足 通常 的 正规 些 条 件 . 为 
简单 起 见 ,这 里 采用 均匀 剖 分 。 设 SCCH) x HECT) 为 由 
适当 选取 的 基 通 数 张 成 的 线性 子 空 间 ， 便 得 到 (74) 的 近似 变 分 癌 
题 

R Cui we Sr), (88 
Dub,uisvh,o8) — P(t, ot), (84) 
V(oh, of EST). 
由 于 双 线 性 型 Alustas tot) AUER E SCH YX HFC), 
Lax-Milgram 定理 依然 保证 了 变 分 问题 《84)》 在 商 空间 S,CT/ 
PAT) 中 存在 唯一 解 。 

今 取 均 勾 说 分 下 分 段 三 次 Hermite HH HMM 4;(9) E 

a8), P1, 2,---, N, 满足 

ro = B, A8;)-—90, 

HCO = 0, lO = 95, 
其 中 8,; 一 2 fo j=l, NR (Afb) U {al} 
HXAT)yCHiCT), 〔 见 第 二 章 (99) 及 (100) 式 ) 设 


us(0) 一 SY tUA0) + Vil 


ualO) 一 S, [XO) + Yiuj(8)1, 


其 中 X;, Yi 一 1 为 待定 系数 。 由 (84) 可 得 线性 
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U Qu Qu 

V Qu Qn 

j X Qu Qi 
-Y. On Q, 


Qu [D(1,,0;2,,0) wens 
Qi, 一 (D(0,35:2;, 0) yews 
On = [DG 0; p00)] yews 
Qu [D(0,3; n0) ews 
Os, = ([D(1,0;0,2,)] wx. 
Qp = [DC0,4;30,2;)] yews 
Qa 一 [2(2,,0;0, g ) 3a; 
Q,, = ID(O A50 2435) 1 sese 


Qu 
Q5 
Q5 
Qu 


ma Ow M 


On 一 [DCuj,0;2,, 0) ] wx 
Qi 一 [D(0, uj 52;,0) yews 
Q, 一 (DC 15303 n, 0)] vx ms 
Ou = TOCO, uis ni 0) wxws 
Qu 一 EDC 5 ,030,4,) ux ws 
Oy = CÔCO, 50 AD wen: 
Q4 = [DC 23,050, n )inxns 
Qu = [DCO 165505 n) vans 


, (85) 


U = (Us 


a (m, 


SUV)! AV 一 《PN 
A 一 CX, 
y (Tse? 


aT LY (Yis Md. 2 LP 
*,%y)7 8 n (5, E ZMJ 
-,an)",8 = (2, Py), 


六 一 | IALO, 5 m [7 «640926, 


«m |" OAOA, 8, — |” mCO4 (048, 


Al) FRB — BEB 4.1 SP ORR DS RIE, YA 阵 
& 的 如 下 计算 公式 。 如 前 述 , 仍 将 由 m. "ccc. ay 生成 的 循环 


Fake id de Cn. Nz’ 
9, 7 a (9S, 


x TIR 
SN 0, 


EE PETS 
5x Sa 


+ COS b rra)» 
Qn = Qa = (1+) ((o. T 0,**7,0,— 13)) 


十 (Cfosf wi s ZDP 
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N N 3N \\ 
= T = — I + (SX, 一 一 an 0, aee 0 — — 1 
Gu = QR ( ») 5x 5x dix a, 


=<" (Ca0,01, dba sän)» 


Qu = 0f = (1 + »»((o. 一 二 ,0，: 人 1) 


十 (Cece, zs * ,EN-_1)), 


ES ae gy? e 72) 
士 (Coss e15 * 7 * 6n 22, 
dec atn eos os d) 
de CORE e) 


On + 一 iw? Dn iv) 


mn (didi, -- -, dy- )>» 


52n For 9x 
-0 es (Er, 2,0,1,0, 28) 
Qs = ) 35N ° 35N? °? ?? 35N 


+ (Casas aes ;2N-1)), 


= OT m 13x° 13x? 
On — OL = (1 + »X(o. — TE ENT e) 

+ (Cecoew- 60), 

16:2 2a) 2x 

一 (1 + (Jem DE A eee ee a 
Mac »( 105N ^ asi 0r iJ) 
+ Kdosi S sd y D) f T 


其 中 
b, = LEN S A (IE int i 4N jx 


AE 
—. sin! = 
x 1 


zr N x} 


ita P? 
* ; . 1 ^ H 
+ sin-L 2. + sin? E 2m |cos L- 2n, 
N 1 N / N 
4 = . ， 
" did Ni EU MILAN AN sin? = 
TER N xj N 
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«sin 2z + sin! L 2z Joos Ë 2x, 
N N N 


SUN ECT [EY as 


; a dl C um E 


x jay P z] wt 


Edad dx) + pee ee 
N N 

一 8sn -L xsin L 3x| cos È 2x, 
N N N 


EE n? i 2a — M (48sint 2x 


d; = 
mr N x] 


a 
3 e 
7 jm f 


PETREA 4 ) UE MEN L wint ge | 
N N N N 


» sin?” (s cos-L. 2x 十 7)—6sin + dr 
N N N 


一 24sin Å 2d sin? 24, 
N N 


3 L4 p 2 4 ' 
LE x 2 | sin! IZ gn 24 + DN 
T j=1 f x N xj 


2 ; " 
- sin? /* ( 5.cos Lae +7 ]— 6 sin 了 4x 
N N / N 


ped E NC— 1, (86) 
BUR IXSSSOBOEDAEMESEBU. IX E Ou OME LE AE, On, 
Qui Qu AMRIT, Qui Ons Q1, Qo 为 对 称 循环 短 阵 ， 
其 余 八 个 子 和 矩阵 为 反对 称 循环 乞 阵 ， 史 为 对 称 半 正定 矩阵 ,用 
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人 mV 
ey Fi fy m Ne L, 

ERRE HR Re, WAS ERRO C83 MBRIBS 
变 分 问题 得 到 的 线性 代数 方程 组 为 


posa e x 
显然 (87) 比 (85) 要 简单 得 多 . 


对 于 单位 困 外 重 调和 自然 积分 方程 537， 同样 可 利用 上 述 方 
法 离散 化 ,只 是 此 时 部 度 朱 阵 的 各 子 和 矩阵 的 春 还 式 为 


Rie edd 
+ Cs bis ttt bn a), - 
Qu = 0i —(l +»((0, i 9,--4,0,— 1)) 
+ (Cfofnw toto f)> 
. Q= 0$; e —(1 + DE, ET aN. 0, 0,28.) 
A (Casas aua). 
Qum 0t — 0 e ((o,— Lo... LY) 
(ee tiy 
eg ag) (Caer a) 
+ (Ceasers t" * £2)» 
Q5-— 01, — (1 x (fo, T MEN RES) 
— (Cesena rst»: 
On = 057 —0 kx. MU vitm 51) 


T ((d,,d,, en TN 
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ff 52m Oa Ux 
| M — 1 十 (222, n3) 
9s OE» er 35N n 


+ CCTTE p "Gu 1) ): 


E 13x? 13x? 
DI enc ((o, — 135,0, -.., 0, 309) 
Qs m O5 ELA 103N? 105N1 


T (人 (ee oo" 501) )s 


[f 164! 2x! 2) 
Q-— 1 + 一 一 一 一 ，~~ nm 0 «e, — ——- 
Q, 《 x) e 35N?? , avs 35N* 


+ (Cde, di, T ",dw-1)), 
其 中 b,,4;,¢;,4;,f;,¢, 仍 由 (86) 给 出 。 
对 于 得 到 的 线性 代 激 方程 组 (85)， 通 常用 直接 法 求解 之 ， 


$7.2 自然 边界 元 和 解 的 误差 估计 


今 将 第 一 章 第 5 节 关于 自然 边界 元 解 的 误差 估计 的 若干 结果 
应 用 于 重 调 和 方程 边 值 问题 。 

i Gu), v, (0)). 为 重 调和 方程 边 值 问 题 的 自然 积分 方程 
ZAR, QC, (0) HEARD FUCO WED Cure) E Cui, 
ui) 分别 为 变 分 问题 (74) 及 其 近似 变 分 问题 (84) 之 解 。 由 于 容易 
验证 第 一 章 第 5 节 的 那些 定理 的 条 件 , 故 二 接 写 出 下 而 结果 ,其 中 
C 均 为 正常 数 。 

定理 3.9 (HEMT) 25 Csu) € HITY) Hh* (T), 
且 近 局 解 空间 SKT) 一 SAP) X $0), HH sc HT) X 
SCP)CHi(T) 分 别 由 分 段 ke 及 k 次 插值 基 号 数 张 成 , 则 

ls, — Cub uio < C CIT Gl ser 
+ ht | | aen). (88) 
定理 3.10 CL 模 估计 ) AER 3.9 的 条 件 被 满足 , 且 


| [Cu nE a E DÊL] ds = 0, Vpe P,(Q), 
2 


yj 


[Ci — sd n, — pay S CCP ml usur 
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+ &* [nu a eor). (89) 
例如 , 当 ky = 3, k= 2 时 有 
| ms 1s) — Cub ms) << Chim ler + las lyr), 
lC — 4354, — ut) ary SCA Cl mlior + 0t. lsr25 
当 A= hi = 3 时 有 
Cosy) — Cubs ws) S CC ul EE ns lr) | 
lo ner Wi y H, am uy) || pan < CCP to| pr 十 h'|u, lr). 


定理 3. H 《L” 模 佑 计 ). AE Cae DEMO) X HT), 
f. | (ue — up + Cu, — #2 )— ML —0, Vee PCR), 


Ils: HC) -> S(T) E IH: HiT ) — ST) 分 别 为 分 段 三 次 He- 
rmite 插值 算 子 及 分 段 二 次 插值 算 子 , 则 
max C liao TT tsi tas lau, mL" PLI) 
< CAI [uolar + lw, has: (90) 
车 (won, € HT) X HT), 


| |c 一 u3)p + Cu, 一 ut) OP oP las = 0, Wee Pa), 


H, X oH, 均 为 分 段 三 次 Hermie 插值 算 子 , 则 
max 《an — zile”, lla, — wir? 
& CC ll or + AT eg lords (91) 
以 上 是 边界 上 的 误差 估 记 。 吾 设 #* 为 原生 调和 方程 边 值 问 题 
之 解 ，w* PQul.ul) 为 由 自然 边界 元 近似 解 (wt,w*》 遂 过 Po. 
isson 积分 公式 得 到 的 区 域 上 的 近似 解 , 则 若 不 计数 值 积分 产生 的 
误差 ,还 可 进一步 得 到 区 域 上 的 误差 估计 ， 
首先 ,利用 自然 边界 归 化 下 的 能 量 不 变性 及 定理 3.9， 可 得 区 
MLR RRS fit. 
定理 3.12 EEA 3.9 的 条 件 被 满足 , 员 
lu — lp CtTu yur FAM asl sur. 《927 
这 里 能 量 模 上 .lo 与 商 模 llrey Shr. RBM 起 一 3， 
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k = 2 时 ， 


lx — uly s CHC lular + lular) 
M ke = k 3H, 
lu — sll < C? llor + h? lity Lr). 
其 次 ,可 由 重 调和 Poisson 灰分 公式 与 定理 3.10 得 到 区 域 上 
的 5? 模 误差 估计 . 
定理 3.13 若 定 理 3.10 ff 2 (Eh UI 
z — u^ rico) < CCh ul Laur + ohh a, lator). (93) 
特别 当 多 一 3, ky = 2 时 ， 
ls — u^ lino SS CAC luglar + Iu,lyr), 
当 ko 一 Ry 一 3 时 ， 
lu 一 eg SCC imleor 十 Bley ior), 
最 后 ,由 重 调和 Poisson 积分 公式 人 (417 可 得 
neg ee EE 


aM enar" a n — res) yo 
S liu — walle ec Jj 2z(1-r!- 2rcos8Yy 


dx ES 2X2 
lis, — itn emax | Lio Oboe o ob 


eei Jo 4a (I + r! — 2rcosÓ) 


“= #0 一 Hi = max (1) 十 IA — uro 
Qr sal 


- max (1 — r£) = |lu eile + I, 一 uilen 
vareal 2. 2 


= > max Clu -— silio. ile. — "Miro. 


于 是 利用 定理 3.11 可 得 区 域 上 的 工 ” 模 误差 估计 ， 
定理 3.14 SEE 3.11 的 条 件 被 满足 , 则 当 A -—3, 2 
时 ， 
lu — sc) < CEC wlan + ular)s (94) 
当 k= & xi 3 时 ， 
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A 


5 7 " 
|| se u^ lero < CQ? Lol ar T Ls. lor). (95) 


$7.3. 数值 例子 


本 小 节 给 出 儿 个 用 自然 边界 元 法 求解 重 调和 边 值 问题 的 数值 
例子 ,其 中 前 三 例 为 “ 简 支 ” 边 值 问 题 ,后 二 例 分 别 为 加 内 区域 及 圆 
外 区 域 的 Neumann AERA. 

例 1. 求解 单位 圆 内 重 调 和 边 值 问 题 

i —-0, Of, 

Au = 8cos0, u= 0, T EF. 
利用 分 段 线性 单元 离散 化 ,以 直接 法 求解 线性 代数 方程 组 ，L? 误 
Ax un l. 


表 1 


is. — ailem 


k A 备 Ë 


16 0.4811032 107? 4.08556 is Wm 
32 0. 1177569 x 107! 
- 64V 


0.289899$ x: 10-? 4.06198 $) d 


计算 结果 表 表 L 误差 的 阶 为 OC") 一 OP)》， 与 理 沦 估 
计 一 致 。 
$| 2. 求解 单位 圆 外 重 调 和 边 值 问题 
位 =), OF, 
Mu 一 一 3cos39，x 一 cos30, T 上 ., 
到 > 一 0.35， 利 用 分 段 线 此 元 离散 化 。 CK ul 后 再 利用 重 调和 
Poisson 积分 公式 计算 €w(r,0). GRLE 2 和 表 3。 


表 2 


WARN fe. — buo 比 例 备 注 
DAP pias (jo a2.798127 (BY =16 
48 0.2226606 x 10-* CENS EM Un 
| poe = 3.901739 ay 
0 .5706701 % 10-? i s En 


Z00 


10*0 £0'0 ! T°0 9999999"9 (Q*4)5 B} Bf 8 


rz-0TXY966808 O :-0 EX 96£ 129170 |:-0LX 1686091*0 z-0LXREPSPST'Q c-0LX £OSEF6S" Q E2853: 


:z-01X0Z28£661*0 lz-0T75984€866^ 0 ir-0T12X 026166957 Q 6069661^0 *0,0999*0 HEH 

r-OT X OBEZSES"O hk-OTXLIOSETI O h-0IX ZOFG979"Q [jz-OTX5S686z09 人 -OT XSO9LARPEO = AHEL 
RA 8* 

1-01X $688861*0 h-0UX &eZ££66*0 h-01X Z49896F" Q 0r64861^0 90»£F99'0 HHH 

:-01X $0£8862* 0 | -0TX0T8YE08 0 n-0LX PZ8S108*0 -OT X6r10692"0 T8EIEZZ'O = Si XB 
= Daa | Se zT 

a OLX EEZOKBTTO [:-012X8159616*0 [1-00 X 80Z66Gh' Q L619F81"0 j pSepstero Bett 
005 00T _ oc $ £l 4 N 

| 
£ EX 
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计算 结果 也 表明 L? 误差 为 OC) Br. 

在 上 面 二 例 届 之 所 以 可 采用 分 段 线 性 元 求解 是 因为 以 slr 及 
Aulr (或 Mw) 为 已 知 边 值 的 重 调和 边 值 问题 , 即 “ 简 支 ” 板 问题 ， 
实质 上 只 是 两 个 调和 边 值 问题 ,其 相应 自然 积分 方程 仅 以 zw (9) 
为 未 知 量 ,是 其 积分 核 恰 为 调和 方程 的 自然 积分 核 的 二 借 ( 见 (83》 
式 )， 对 于 这 样 的 积分 方程 ， 解 函数 空间 为 HT) MIRER 
4? € H*(T), 

A 3. SOR ALAA SA ae] 

他 =0, OW, 

Mu = —12c0s30,Tu 一 48cos39, 了 上。 
取 ”一 0.5。 利 用 分 段 三 次 Hermite HAART. EE (0) 在 
OusÜtn 及 Oy 三 个 节点 上 的 值 为 零 。 用 直接 法 求解 线性 代数 方 


FH. L^ 误差 如 表 4 Bm. 


W 4 
AS BRON bed — slo pi 
12 0.5562841 x 1077 3.176476 0.2340941 X 1071 10.66214 
24 06062067 x 107! 0.2195563 X 10-1 
48 0.3456460x10-* | 17753837. | 9 1155337119 | 15: 72754 


由 表 4 L RADE Of’) 至 OC) 阶 之 间 , 与 理论 
估计 基本 相符 . 
再 利用 Poisson 积分 公式 计算 x(r, 0)， 结 果 如 表 5 Aim, 
fA 4. 求解 单位 圆 外 重 许 和 边 值 问题 
ae =0, OW, 
Mu = —3cos30, Tu -33cos30,T FL. 
取 v 一 0.5。 利 用 分 段 三 次 Hermite f&1& E eg SURE EL IRA 4 7; RR 
作 边界 元 离散 化 . 固定 u) 在 Pun Onn 及 Diya ENTA 
WHAS. HERAK RERS EA. iN L^ 误差 如 
d 6 所 示 ， 


+245 6 


+-0T 关 zz06857 0 


8ZY4zTS" 0 


e-OTX91ZHLL"O 


2-01 X £686006°O 


e6t6125"0 


py-IXFELEZT^O 


;»- 01 X 0£98760^0 


(OLX Q888TZF* Q 


sO X ££65£891* 0 


s- 01 X 926169€* 


6984812" 0 


$/9g17'0 


Z¥SL017°O 


£51800 


,-01X$945€91'0 


7-QTY X F6025T$* 0 


— 


s-0T X 9y8£871*0 


«-0LX 26502997 0 


1-01 X £99 4518 * O 


s-0TX ee049v6*0 


:z-0T X66170 


»- 0TX811885T^0 


1-01 X9SEQSTE"D 


r-OT X 1£00661* 6 


s-OTX FLST81I*O 


o- O01 X rE£ETGEZ'O 


-DI XSEZ0GET*O 


(o52)w 


二 St 


mu 


ww g 


a 246 o 


X 8 


比例 hak 一 ualer Hc 91 


j»? — «loto 


一 =f 
0.7511798 x 107? 10.50559 0.2356931 x 10 


10.27678 


Q.7150288 x 10-4 0.2293451x 107 


13.509928 


0.1512765»x 10-3 | !5-16066 


0.5292595 x 107* 


由 表 6 可 见 上 * 误差 也 约 在 OC 如 ) x OQ 阶 之 间 , 与 理 
论 估计 基本 相符 . 

再 利用 Poisson 积分 公式 计算 x(r,0)， 结 果 如 表 7， 

上 述 例 2 至 例 4 中 部 取 * 一 0.5， 这 并 不 影响 这 些 例 子 的 典 
RUE, 因为 从 数学 上 看 ,只 要 |>| < 1， 都 是 同一 类 型 的 问题 . 

通过 上 述 数 值 计算 实践 ,可 得 如 下 结论 ， 

D 重 唐 和 方程 边 值 问题 在 有 限 元 方法 中 有 因 高 阶 带 来 的 困 
难 , 通 常 采用 C 单元 法 (至 少 为 分 片 五 次 Hermite 三 角形 单元 ， 
或 双 三 次 矩 凡 单元 . ), 非 协调 元 方法 ,或 混合 有 限 元 方法 求解 ， 这 
些 方法 各 有 其 优 缺 点 。 自 然 边界 元 方法 则 开辟 了 一 条 新 的 求解 从 
径 ， 且 内 须 采 用 边界 上 的 分 段 三 次 Hermite 单元 即 可 ， 

2》 若 对 ww 的 和 逼近 至 少 采 用 分 眉 三 次 Hermite 单元 ， 而 对 
x*。 的 逼近 至 少 采 用 分 段 线性 元 ， 且 《ws xs)e HIC) X HHP), 
则 自然 边界 元 解 改 敛 于 准确 解 ， 若 (wo, 7.) ABE, 
则 还 可 得 到 误差 估计， 实际 计算 结 抹 与 理论 分 析 基 本 相符 ， 

3) 自然 边界 归 化 将 问题 由 区 域内 化 到 边界 上 ,使 节点 数 大 为 
减少 ， 从 而 离散 化 刚度 乍 阵 的 阶 数 大 为 降低 。 又 因 其 刚度 矩阵 为 
分 块 儿 环 矩阵 , 故 计算 系数 的 工作 量 很 小 ， 

4) 由 于 重活 和 人 边 值 问题 的 解 可 以 差 一 任意 一 次 多 项 式 , 相 应 
的 自然 积分 方程 也 仅 在 可 差 一 P(r) 中 函数 的 意义 下 有 唯一 解 . 
故 在 求解 离散 化 得 到 的 线性 代数 方程 组 时 , 常 险 加 三 个 约束 条 件 ， 
例如 预先 固定 三 个 节点 上 的 内 值 为 零 后 再 求解 。 这 只 须 把 得 到 
HREM ER BS Ske SOT AMO HRA 
端 为 零 ， 再 令 该 对 角 线 项 为 1 即 可 。 这 样 得 到 的 刚度 矩阵 是 对 称 
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一 一 一 一 一 一 


1070 9999999*0 


(02^ E RR 


= eft Ext 


-ÜüLXZpZ2£06170 


:- 0l X c6t£ £Z9170 


£0°0 0 
»-0rx £9£0S1T70 $»-OiXrFCS6t0I*Q 


s- 0t X 76EL79T "0 »- 0T X GISISES "6 «-01X 849620770 -OLX S6bTLZT 0 8 
2-01 X ££06666* 0 r-0UX Z$00005* 0 0z00007 `o £629999°0 

r- 0L XZS6 19410 »-O1X% FHEOZBE"O + arenes “0 

sOt X ZS619b1'0 |-0DXZZV£161*0 .-0LX £1916Zb* n :-üUX 899s11£70 T 


a >= ^ 


一 一 一 一 


E784699°0 


1-0 LX 808666b * 0 c566661'0 


ir- 0t X 9e10001*0 
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正定 的 . 

5) 由 于 Poisson 积分 核 在 趋 近 边界 时 的 冰 性 性 ， 左 用 重 调 
Al Poisson 积分 公式 求 区 域内 人 第 近 边 界 处 的 解 荡 数值 时 , 数值 积 
分 的 误差 将 起 显著 作用 。 此 时 应 加 密 邻 近 该 点 的 边界 处 数值 积分 
节点 ,或 采用 第 一 章 第 6 节 提 出 的 方法 ， 以 提高 数值 积分 的 精度 ， 
而 当天 数值 本 身 很 小 或 节点 很 多 ,计算 量 很 大 时 , 含 人 误差 又 可 能 
起 主要 御用 , 


§8 多重 调和 方程 边 值 问题 


本 节 简 略 介绍 任意 不 重 调和 方程 
N BS pu m 
ES | Vend] ; aro) 
的 解 的 揽 变 天 数 表示 及 其 边 值 问题 的 自然 边界 归 化 。 这 里 大 为 正 
整数 。 当 不 一 1，2 及 包 守 3 时 ,《96) 分 别 为 调和 方程 , 重 调 和 方 
程 及 多 重 调和 方程 ， 


$81 解 的 复 变 函数 表示 


已 知 调和 函数 及 重 调 和 函数 均 有 复 变 范 数 表示 《人 网 第 二 章 定 
理 ?2.1 RAB EH 3.1)。 这 里 则 更 一 般 地 给 出 任意 大 重 调和 和 方程 
C96 OM BUA BMRB SSR, 

定理 3.15 平面 单 连通 区 域 O0 LOR A BAM «wx, 
y) BA Bam 

u(x,y) = Re[z* tip (x) + zu) + +: 
ui CORE MOI (97) 

Sith eG quG0 ,- 2. gitz) 均 为 9 上 的 解析 函数 ,z m x + iy, 
zx-x-iy MZ, ERO 上 的 解析 函数 ple), pke), 73 
pi), HEC TASIBESBE ulr, y) KO LAR BIA 
数 ， | 

证 。 利用 数学 归纳 法 证 明之。 à -— 1 时 定理 即 第 二 章 定理 
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2.1, BEI. SiR km m 时 定理 成 立 , 欲 证 下 一 和 十 1 时 定 

HERA., dE w(x.) 为 m 十 1 重 调 和 函数 , 则 Aw(x.y) Am 

重 调和 函数 ,由 归纳 假设 ,存在 

F (2,2) — z* du) + zn) 十 

+ T 1iCs) + $,(), 

其 中 $6,600, dled, -++, bale) 为 上 解析 函数 ,使 得 
Au(x,y) = Re F,(z,2), 

E 

Ga u(z,2) 一 z"qi(z) + z" pdx) + +++ Ep, 
其 中 


e; 一 


(m + 1— i) 
2€O, dts) 为 单 连通 区 域 2 EE NTC IE pt) SR 
分 线路 无 关 且 pile), plr); p. GO 也 均 为 9 LR STA 
$. TÆ 


a 
| plz) ds, į = l, 25***59 My 


AG, au (z,2) 一 人 "m. Gnlz 2) = F, (2,2). 
从 而 
A[«(x, y) — ReG rz 3)] = As(x,y) — ReAG, Cz, E) 
= Au(x,y) — ReF,{z,2) = 0, 
由 调和 函数 的 复 变 函数 表示 定理 ， 存 在 解析 函数 parle), (E 
w(x y) — ReGyaile,z) = Regu). 


& 
F n1233) — G n1232) + Pye) 
— g"pi(z) + z7 ^! pi(z) + =e 
+ Pnl) opa, 
Bid 
u(x,y) = ReF. (2,2). 
反之 , 若 


u(x,y) = Rel z™p, (2) + z^ !pi(z) + +e 
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+ gp. 十 paa] 5 ReF, 42,3) 
— Rel ZF 4(z,2) + oua], 
gin 
Falz = 2" ple) + 2? pin) ren 
+ Fpa) 十 p.02, 
BUS HA E BY E 
A"F,(2,2) = 0 
MAI 
ATE (2,3) = A™ [EF (2,3) + Gen (2)] 


ia LaF,(2,3)] 


- Amt SE y E^ we AU 
[zF,C2,2)] OzOz 


一 arg 2. LEO 十 ;-9. Falz,3)| 
Hz Oz 


—4 = AP F (2,2) + A"LEAF,(2,3)] 
= A"IAF(2,2)] 一 … — AlZA"F,(2,2)] — 0, 
于 是 归纳 完成 : 
A**u(x,y) = A" REF (2,2) 
= ReA* E (2,3) — 0, 
证 毕 ， 


$82 自然 边界 归 化 原理 


SRR BWMARN Dirichlet 边 值 问题 
aes —-0, Q n, 


rumf, D. 
及 Neumann Xili]n]3u 
(—A)*u — l, Q 内 ， 
a =g, TE, dd 


当 fe T(T) 及 eetrTCPY ] 时 边 值 问题 (98) E (99) 分 别 在 
H*(Q) 及 H*( Q5/ P, ,(9) 中 看 在 唯一 解 , 其 中 
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TCT) = H* $(T) x --- x Hi(r) x HiCT), 
TITY = HP) x --- X H (T) X HT), 


[TY], = TE TTY ll Peon ee ee P, K9)], 
(«€ H'7(9)1A*u = 0, G 内 }， 


N k = 2m,m —1,2,***, 
ui ics FeO) VCAu) —0, 0 内 }, 


k = 2m +1,m—=0,1,--°, 


(u, Os pee ey Ae, LA aniu) ,k = 2m, 


~ 


On On 
Tu = 
Ou ð " 3 
(u, an?’ v an AT ly, AT NE: = 2m 十 1. 
8 " = le) 
ae um A= 1 AP 1 s rr ras UO A? A" ) 
( an i, Hy > rm “uy u r 
hic k — 2m, 
a ð 
Am — A7" LEE — Ant! A AT 
(2 xi: , T3 On 小 ， 
kR=—2m+1, 


由 重复 利用 熟知 的 调和 方程 的 Green 公式 ,可 得 关于 大 重 调和 方 
程 的 Green 公式 


il «( —A)'vdp = D(u, v) 一 E * Yuds (100) 
及 Green 第 二 公式 
ji WEA e e AU pee f. Cae oe 
ó 


(101) 
其 中 
| MEE TES 
D(u,v) = - 
i VCA"w) * V(A*v)dp, k= 2m + 1, 
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Sie Dk BR, o= Cp) Ak BIA AY Green 
PARC , RUNS E 
pue = 8Cp — p), 
YG(p,p ) = 0, 
于 是 由 (101) 可 得 Poisson 积分 公式 


u(p) 一 一 &GCp, p')vu(p)d/, peg, (102) 


它 给 出 了 边 值 问题 (98) 的 解 。 和 再 以 微分 边 值 算 子 6 作用 之 ， 并 令 
Pho 内 部 趋向 了 ， 便 得 自然 积分 方程 
pulp) 一 下 [88'G(p,p')lvu(p)d/, per, (103) 
由 上 式 定义 的 自然 积分 算 子 Hire 一 pu 有 如 下 性 质 : 
1) € 79 VT) =T) P, 0) 5 ET(r Y 之 间 的 同 构 
HEAT Ern 
P, (T) — (vpe T(r )0pe P, (9). 
2) .2% 为 商 空 间 V(r) 上 的 正定 自 伴 算 子 ， 相 应 的 积分 核 
[KP P ) lix 有 如 下 对 称 性 : 
Ki(p,p°) = Kul , p), isf = 1,-*:,R. (104) 
3) 对 任意 v€H'CO) 及 任意 大 重 调和 函数 we H*CQ), 成 
M. 
D(u,v) = D(Yu,vYv), (105) 
其 中 
D(ru,vv)-— f. Yv» Kruds, 


与 自然 积分 方程 (103) 等 价 的 变 分 问题 


i Yu € T(T), 使 得 


D( Yu, yo) = f(vrw), Wree T(r), (106) 


其 中 
Eire) 一 KE * Y uds, 
在 高 空间 VOT) 中 存在 唯一 解 。 
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j83 ”关于 上 半 平 面 的 若干 结果 


先 给 出 关于 大 重 调和 方程 的 基本 解 及 上 半 平 面 Green AK 
的 几 个 引 理 ， 

513.5  E,(r) — C,r** lar 为 硬 调和 方程 的 一 个 基本 
解 , 其 中 r= (ety), 
C, = Gs ; 
2x AT (kT 
15 RU 

(“AVE = Cr). (107) 

证 。 用 数学 归纳 法 证 之 . 5 &—1l 时 ， 为 熟知 结果 。 今 设 

k= m KRC) W kamli, 


(may Bane) = (A (E 2 r 2) lC narar) 


em —C sn ANP imr nr + Amr!" 1] 
一 —Cuu — A)" [A ot? An r] 
= — 4m? att (A) Car" In zr) 
e (—A)" EL(r) = 9(7), 
证 毕 ， 
特别 取 一 1,2,3,4， 可 得 


E(r)—— scar, 
z 


E, r) = = rinr, 


ps 


Er) — Yr r‘inr, 
TT 


Er) — T r*In r, 
T 


今 由 基本 解 Er) 出 发 ,构造 上 半 平 面 Green MH. > 
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P m (—1) tr i — Et 
Gm) a Dik [Cz — XE — 2)] 


ip 6% — 2) — x) 108 
"@ — DG a)" we 


引 理 3.6 
(C— AG, 2) — H(z — 2°), 
证 。 由 于 《一 人 XE(z,z) 一 5(z — 2’), ADEA © 
AML! — 2) — 3)]t Une’ — 22’ 一 8)} — 0, (109) 
用 数学 归纳 法 证 之 。 当 kel 时 有 
Alla (z' — 2)(7 — 2)] 


— 4 (a — 2) + li (G —2:)1-7 9, 


W k= m ODRE MH k= m lH, 
A" (6 — 2) (2 — 2] "in (y —36G — £)} 


— a4 d (z — 3)(' — 3)}” 


-la (z7 — z)(z — z)} 
一 Am'A"([(z' — 2)(7 — 2)" nC’ — ah 
+ 8m A7Re \ — 2) GH yt} 
— 2 


= SNE ace 1G — 2)" (z—& "= m, i} 
- 0, 
证 毕 ， 
再 对 Golz,2) 依次 添加 重 调和 多 项 式 ,以 便 使 Green P 
数 的 边 值 条 件 逐 步 得 到 满足 。 


引 理 3.7 LYFE k BIEN Green 函数 为 


k-i 
GO(z,2) — Grz) + >) pP, k= 1,2,4, (110) 


imi 
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其 中 Gz,2) 由 (108) 给 出 ， 
pË 一 dije,l(s — x'Y + Cy — yy yy, 
j= i,2,°+*,k—1, 
A k—1 重油 和 函数 ， 
2 二 可 


d = 2, di —4, a=, d=—=—~32, d= a 


通过 直接 验证 可 证 明 此 引 理 对 ko ye SS) aye te 
浏 一 般 应 有 


: į 
d= (DnE, 
2? 


PAR 重 调和 方程 的 解 的 复 变 水 数 表示 或 上 述 Green £8 3 
都 可 得 到 上 半 平 面 专 重 请 和 问题 的 自然 积分 方程 ， 
定理 3.16 上 半 平 面 * 重 调 和 限 数 的 边 值 必 满 是 自然 积分 方 
程 
Bu 一 Kok Yu, 
特别 当 k= 1,2,……5 时 有 


K, 一 一 一 = KG), 


—2K"'(x) 28 (x) 
pe xe 


BKI) —889(x) —4K" (x) 

K,—-|-—859(z) —8K" (2) 48° (x) |, 

—AK"(x) 48"(%) 3K (x) 

—32K9(x) 3259 (s) 24K'?(«) — 85(xr) 
3218/9(e) — 32K'(x) — 2480(x) — BK’ (æ) 
24K (x) — 2489() — 20K" (we) — 88") 

—859()  —8K"(e) 85) *KG) 


K, = 
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M v o: 
co So & x 
a nm N c 
— - t N 
^w ^w ww 
ow RP M M 
es 5 v x 
心 oe, t 
c Mo X % 
Aa Ne we 
re) o 


"* ww 
uio Nu QM. s AS 
3 & 3 M 
Mw © xs: lI 
CO. NT! 
Pa — O = 

| | 
T 

i 

s 

nd 


利用 Fourier BMP WH GFF LIMA 
重 调 和 问题 的 Poisson ROAR. 例如 ， 当 
kel 时 ， 


u(x,y) = — 7 


—*-_— s g(x) > 0, 
we (x? + 好 eC )» y 


当 《一 2 时 ， 
eee : 
u(x,y) x (x! 十 yy * (x) 


eee em 0 
x (x* dy) heal aues. 
当 k=3 ff, 
- iit? — 2) 
u(x,y) Ce yy Kular) 
ERR: i 2 
xia yi r0? 


y! 
i Re aT CS 0 
TIS E *(Au)r, y > 9, 
= k= 4 时 ， 
ulr, y) = yy — 3x) * uy) 
w(x By!" 


p ducent x uv x) 
+ —! __ ¥ (An); 
x(x? y? 
G5 o, 2th 
y> 0, 
k= 5S 时 ， 
VO alle alse 29 * uz) 


ux. y) ue x + yy 
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+ 16y (22 — y?) uites y(32 —5y) 


XA 
3a (x? -+ yy 3x Cx? + yy (Amr 
y! ( a) ) y! 2 
一 一 一 一 一 一 米 | -At 二 £& (An 
3z(r-Fyy \ðn PO 24z(x + y?) Chir, 
y 20, 


等 等 . 


E. OK, 的 一 般 表 达 式 也 可 分 为 奇数 及 为 偶数 分 别 写 出 ， 
但 因 这 此 表达 式 比较 复杂 ,这 里 不 再 列 出 ， 
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第 四 章平 面 弹性 问题 
$1 引 d 


平面 弹性 问题 是 所 谓 平 面 应 变 问 题 和 平面 应 力 问 题 的 统称 . 
它们 的 共同 特征 是 位 移 只 依赖 于 两 个 坐标 市 与 第 三 个 方向 的 坐标 
无 关 ， 对 于 平面 应 变 问 题 ,位 移 在 第 三 方向 受 约 来 ,而 对 于 平面 应 
力 问 题 , 则 在 第 三 方向 上 不 受 载荷 ,位 移 完 全 自由 ， 坎 名 断面 的 无 
限 长 柱 体 , 设 其 载荷 分 布 与 轴 向 无 关 且 在 轴 向 分 量 为 零 时 ,其 弹性 
变形 晶 于 平面 应 变 问 题 。 通 常 直 而 长 的 坝 体 或 隧道 ， 滚 动 轴承 的 
长 深思 ,内 外 压力 作用 下 的 长 管 等 都 可 近似 地 看 作 平 面 应变 问 题 ， 
而 菠 肛 在 板 平 面 内 的 变形 , 即 薄板 伸缩 问题 ， 则 是 平面 应 力 问 题 。 
这 两 类 问题 在 工程 中 都 有 广泛 的 应 用 。 

尽管 平面 应 变 问题 和 平面 应 力 问题 的 力学 背景 全 然 不 同 ， 但 
它们 可 以 写成 统一 的 数学 形式 。 Lanes, noy 方向 的 位 移 
分 布 my) 及 ursy) 为 基本 变量 ,应 变 与 位 移 间 的 关系 为 


~ EM ] / On; ĝ oe 
e; (8) = sui) — nbn 2d) i, } = 1,2, 
+b, BY 
On, Qu; 1 (95 2m) 
& SUB ee E&E == —— & rum 5 ma o 一 -一 + — a 1 
ved ar? 7 By 7 On 20x ay (1) 


应 力 与 应 变 闻 的 关系 则 由 Hooke 定律 决定 ,对 平面 应 变 问题 为 
eaa) E aj) 一 4 2i EILA + 246;;(4), 


i} = 1,2, 


15 BD 
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gu 天台 11 + CA + 2 pn)85, 


= fy 25885, 


| (X 十 25)tu + len, 
92 


(2) 


其 中 1 key Lame 常数 。 由 经 典 弹 性 理论 知 , 刻 划 材料 弹性 特 
征 的 常数 有 Lame MM A E aga, d Young [Kim E 与 Poisson 


BM», HEAWEI S-L, 2, a 与 下, ”之 间 的 换算 关 


2 
RÄ 
1 [em u( 32 4 2n) 
A+ ak 
a 
REP CE 
以 及 
E 
2(v + 1) 
vE 
NT (T— 2y)CT Fy)" 
将 (2) 式 代 人 平衡 方程 
EE. Oo Oey, = 
ei id ay ) fi» 
Oo, 003 = fs 
T 
并 利用 (1) 式 , 即 得 平面 弹性 方程 组 
= EX ON aos SOM ND 
( + 24) EN (4 4 "m Ardy B y! fis 
Ou Wü Ou Pu, 
A+ 2u) ga — Q tad gw Ba Ue 
BD 
— (A + 2p)grad div Z -+ p rot rot Be, 
或 写作 


一 phi — (2 + w)grad div = f, 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


其 中 ï == (3 ,1),] = Ciis li): } 为 区 域 上 的 外 载荷 密度 。 方程 
(7) 也 称 Navier HR, 
对 平面 应 力 问 题 ,应 力 应 变 关 系 则 为 


1 eT (En 十 VEn)» 


Gu " 


E 
Unt (ve, 十 82); (8) 


On " Oy = E En 
12 14 ] 十 n» 


v 


UL Hi 2 AB RSE RL y， 将 (8) 式 化 为 
Gia (ERA Bg fc AM uL 
a+ 2p A+ łu 


Ziy ^p Q + n) 
0 
At 2g 


O22 


Op 770754 77 Zee, 


由 些 可见 ,只 要 令 


r 24 pt 
v= (9) 
ida 


此 应 力 应 变 关系 便 可 写成 
ou “= (X + 2P)850 + VEn, 
On = Ab, + CA. + 2p En, 
0j; = 0934 = Z&£y, 
它 与 平面 应 变 问 题 的 应 力 应 变 关系 (2) 有 完全 相同 的 形式 ,只 是 以 
1” 代替 了 4。 于 是 由 平衡 方程 导出 的 平面 弹性 方程 也 与 (7) 有 完 
全 相同 的 形式 
— phi — (A + wgrad diva = }, 
因此 今后 对 这 两 类 问题 将 不 加 区 别 地 通过 同一 数学 形式 来 讨论 。 
平面 弹性 间 题 的 边界 条 件 通 常 有 以 下 三 类 ;: 
”1) 给 定位 移 ， 引 r i, MERARI; 


2) BER, Dy amle 一 oi 一 1,2， 即 第 二 类 边界 条 件 ; 


4 26i © 


3) ont git; 十 > ean) -g;, t9 1, 2, BD 


LX AG. 
这 里 (m, m) 是 边界 了 上 外 法 线 方向 余弦 ,矩阵 — De] 对 称 
EE, R- RLR RAIRA RE o PREEZ RAR RPF 
为 自然 边界 条 件 。 当然 也 可 将 第 二 类 边界 条 件 视 为 第 三 类 边界 条 
件 当 cj 70, i, pom 1, 2, HERRN. 

SP EA HE [8] LR SC EI A IR ER TALS 8 m (utn) 
为 基本 变量 的 位 移 法 外 ， 还 有 以 应 力 oz 为 基本 变革 的 力 法 、 引 
进 所 谓 的 应 力 函 数 可 以 使 力 法 得 狼 一 定 的 简化 。 设 有 均 质 平面 弹 
性 体 9，2 为 单 连 通 区 域 ， 访 一 所 一 0。 此 时 应 力 场 满足 齐 次 
zu PrE-- 


vou 0, 
Ox Oy 
(10) 
Oa Od; 
d: + dy 7° 
& 
oo OD Fo 
01 ay? 22 ax 02 gj OxOy CD 


PARK DAU Airy AAR. DE fdH2— T RERI, MA 
读数 壬 应 力 场 唯一 决定 。 这 样 ， 通 过 (11) 式 可 用 一 个 标量 场 中 代 
BMAKEY, rt。 此 时 平衡 方程 (10) 式 自动 得 到 满足 ,而 应 力 函 
Re 则 应 满足 重 调和 方程 
AW — D, (12) 

这 是 由 应 变 张 是 8; 所 应 满足 的 几何 协调 方程 得 出 的 。《〔《 见 文献 
L21) 

本 章 以 下 几 区 将 依次 介绍 平面 弹 作 方程 的 解 的 复 变 函数 表 
示 ， 肯 然 边 界 妇 化 原理 ， 和 扯 型 域 上 的 自然 积分 方程 及 Poisson W 
分 公式 ,自然 积分 算 子 及 其 道 算 子 ， ERI 7 ELI BOT 以 
及 自然 积分 方程 的 数值 解法 等 ， 
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$2. 解 的 复 变 函数 表示 


与 调和 方程 及 重 调和 方程 相同 ， 平 面 弹 性 方程 的 解 也 有 其 复 
RRA CH [98])， 这 一 表示 公式 给 出 了 该 方程 的 通 解 表达 
式 ， 为 研究 平面 弹性 问题 及 其 自然 边界 归 化 提供 了 强 有 力 的 工 
R., 


$ 2.1 定理 及 其 证 明 


考察 平面 区 域 @ 上 的 齐 次 平面 弹性 方程 
phi + (2 + pp)grad divi = 0, (13) 

有 如 下 结果 ， 

定理 4.1 平面 区 域 0 上 的 平面 弹 狂 方程 (13) 的 任意 一 组 解 
i= (1,55) 必 可 表示 成 如 下 复 变 函数 的 实 部 或 虑 部 形式 
eu cbe ATi z) — zp (2) — d (x 
" Re [Et oto eG) — «(G)]. 

1 A 3 

ar Im | eo + zo (x) 十 sc), 
其 中 os) 及 oe) HO 上 的 两 个 解析 函数 ，z 一 + 十 i， 一 
z—iy; RZ, ERO 上 的 两 个 解析 函数 ole) 及 oe), WH 
(149A RJ ERRA 4 Á- (mam) 必 为 平面 弹性 方程 (13) 的 
解 。 

由 (14) 式 及 应 变 位 移 关 系 《1) 与 应 力 应 变 关系 《2) 还 可 进 -- 步 
得 到 


(14) 


on 一 Re[29 (2) — zo" (z) — p” (zz)]， 
On = Relg (x) + zp” (2) + ple], (15) 
2, = lm[zq" (2) + à" (2)]. 
E. XE (x, y) 为 平面 弹性 方程 (13) 的 解 , 则 相应 的 Airy 
IAR O(c, y) 满足 重 调和 方程 (12), 从 而 由 重 亩 和 方程 的 解 
的 复 变 函数 表示 ( 见 本 书 第 三 章 ), 必 有 
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p = Re[zp(z) + 6221, 
其 中 of) 及 glz) 为 上 上 的 两 个 解析 函数 ， 于 是 由 
8 ð, ð 


可 以 算得 


906 一 DRerzorz 
Bre. Re[ze(z) + 6(2)] 


一 Re -© [sm(s) 4) 
Ox 
= Re[zo'(z) + dj G) + 9G], 


86 _ O9 Resale 
a » Re[zp(z) + 622] 


cdi ct cs 
Oy 
= Reil zg (2) + d (z) — q 1, 
OP unco he EE 


Ox’ Ox 
— Re (2 7A Zya EOE TIO) 
— Re[ zo” (z) + p” (z) + 29' (2)], 
5 m = Rei[ zp’ (e) +g) — p(w)] 
= Rez? (2 一 二 | [zo (C2) + d Cz) — plz}] 


— — Re[zg" (e) + $"(z) — 29  (x)], 


pee 一 2 Rei zp (z) + d/(z) — 92] 


= Rei( 2 + r3 [zo (s) + 9G) — c0] 
- Reil zo" Ce) + 4 (2)] 
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一 —Imizq" (e) + ¢ (2)]. 
根据 应 力 国 数 的 定义 411) 式 , 即 得 (157) 式 。 又 由 应 力 应 变 关 系 《2 1) 
可 解 得 


Sy [Ca 十 2m ou 一 47z]， 


1 
44 (2 +p) 


8; "7" : [一 ou + CA + 25)72], (16) 
1a (A + n) 


l . 
Bp 一 —— On 
2 


oh 
BUSA KACO) HA 
On 2 = d 2A " t — zv! wm v^ 
E» s 25 i F 十 ff id (n p (=) E c]. 


Ou; ] 2a r 一 7 ud 
$ or eur m rar, 


Su, + B am 26 m -Im[sg" (e) + d" (1. 
Oy Ox # 
(17) 
另 一 方面 ,平面 弹性 方程 (13) 可 号 作 
Om | Pm 
G+ 2p) Gtr tt - 


Ow Ou, Ou, 
(au. + aa + CA + 22) 3; 7. 
由 此 可 得 在 8Q 上 


aco +2 (Be eT (| 


0 Ot On, a On, Ou, 
ay lO +w (ar + a)l allan a): 
根据 复 变 函数 论 , 上 述 Cauchy-Riemann 关系 表明 函数 (1 + 25) 

On, Ou, K Ou, = DL 4 [ MIS 
(Su + DE) gu ow (i 一 2) 分 别 为 如 上 某 解 析 函 数 的 实 
WKE, ATADAN AH 
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《2 + 2g) (2 十 a — 2(2 + 24) Roy (2), 


Oy Ag 
ETRA 
Ow, Ou — 2G 428) tn 
p (2 a) = HER Imp) + Cy (19) 


其 中 C, 为 任意 实 常 数 ， 这 是 因为 , 若 二 解析 函数 有 相同 的 实 部 ， 
QA RBZ SHH. 由 (17) 的 第 三 式 及 (19) 式 可 解 得 

Ot, ES m z tt z » 

9d | e" CO +o") 


£10 wy cy] + Le, 
A+ pw Za 


Om _ a " 
anim |ze” (2) + 4 (2) 


-ii irum, + |-z 
于 是 


Om a of Re [Rte 


Ox Ox l2 Acta COPSU 4) 


— 4G) icaz |}, 


Be ae B.D R A= p < 
5. OF los e 13 plz) 一 zp (x) 


— f(z) + iCus n 


m m + x’ 
Ox Oz icta ios LO 


+ p(z) iCgz i} 


On, _ o 
Oy 8y 


TU QD hice n 


bp [m [e is » plz) + zp (x) 


由 此 即 得 
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i a+3 
n= > Re] m Z plz) — sq (x) 


DE. ica] 46, 


“om E Im ews ple) + rp (a) 
44 + ics | Fü; 


其 中 C 及 C 为 任意 实 常数 ， 这 里 的 三 个 实 常数 Co €. 及 C, 
可 以 通过 下 面 简单 的 代 换 消去 , 即 令 


MOLT OLTE 


— CCa 
2 2 +2p) 


十 Cta) (Ci+ C), 
B 


pile) = plz) + w(C,— Ciz, 
便 有 


“= F Re kea pila) — xpi(z) 一 Kw, 


m= 元 Im [M piz) + zpiCz) + d (|, 

Hh pla) Ke) HO LRT BR RI a) 及 dG) 
仍 记 作 pa) 及 (zs)， 便 得 (14) 式 。 而 (15) 式 则 在 上 述 代 换 下 
仍 保持 原形 式 . | 

反之 ,内 人 须 将 (14) 式 代 人 平面 弹性 方程 (13), 便 可 验证 由 (14) 
式 得 出 的 & 上 的 函数 49 (y x). 必 为 平面 弹性 方程 (13) 的 解 ， 
定理 证 毕 ， 

这 一 证 明 即 [98] 中 同一 定理 证 明 的 改写 ， 当 然 , 出 于 在 (14) 
及 (15) 式 中 只 型 现 9G) Ro’), METS 各 (人 一 出 (xz)， 
A duGD 及 be) 取代 公式 中 的 GO 及 OG), 然后 再 把 肢 
标 去 掉 , 这 样 表 示 公 式 YRS) 将 更 简洁 些 , 


§ 2.2 简单 应 用 实例 
这 里 仅 介绍 平面 弹 竹 问题 的 解 的 复 变 函数 表示 的 几 个 简单 航 


* 267 * 


应 用 实例 ， 

I 利用 定理 4.1 可 构造 平面 弹性 方程 组 的 解析 解 。 例如 对 平 
面 有 界 区 域 ©, plz) Mid) 可 取 为 z 的 任意 复 系 数 多 项 式 .最 
简单 的 一 些 情况 为 : 

1) Rope) —0, ms) 一 一 24， 可 得 

w= i, a0, on = On = 05, 0; 
”2) Rp) — 0, 4G) = ile, WP 
wm 0, 5,771, Gy = oy, ™ oO, — 03 
3) B eG) A+ wz, dC 一 0, 可 得 
“= x, u7 y, Oy 05 7 2A + au), on 70; 


EN AE tbe) '( S) == ar 4! 
4) X pk) eer ME z, D(z)-0, nl 


HQ — yY, m= x, 04 77 05 7 Cu 77 0; 
5) 取 ole) = 0, We) = 2uz, AB 

u = — x, th ™ Y, On = —2p, 05 = 2p, On 77 0; 
6) 取 9G — 09, We) — uz, 可 得 

MV, Wy X, 04 = 05 0, 05 = 2g; 
7) 取 plz) 一 az, ms) 一 0， 可 得 
IC 
A+ 3u 
At gu 


$t 


H, = xy, 


On ** 2gz, 05 = ut, Cu = —2py; 


8) 取 plz) = ine’, PU) 一 0， 可 得 


À d- Sp 
ug," — ——————— X 
' itn s 
1 
me . [G1 + 5g) + (— iy] 
"uro! g) (4 — »»'1, 


gy = — uY, dj = —2ny, Ou 772g; 
9) 取 plz) 70, be) = uz, 可 得 
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w, m 10-2 t, = Xy, 
Tua = —2 ar, 0,4 7 pz, On 7 2g; 
10) X& p(x) = 0, P) iur, YR 
u ™ xy, m=- (x* — y», 


Cu ™ 2uy, On = —2ny, Ou *7 2 ux; 
等 等 。 容 易 验证 ， 上 述 诸 解 为 平面 弹性 方程 组 的 一 些 互相 独立 的 
特 解 。 由 于 该 方程 组 是 线 竹 的 ， 这 些 特 解 的 任意 线性 组 合 仍 是 其 
特 解 。 例 如 ,将 特 解 7) 至 10) 经 过 适 尖 的 线性 组 台 可 得 到 如 下 仍 
然 互相 独立 的 四 组 特 解 : 


t A+ 2p 
7 om - Ss Se 
t 41 + n) 3 


ES M 2 
M, Vau ee ]， 


Ty = BY, Cn =I, = 9; 


8) 4--— —-——-.- [Az 4+ (4 + 248)y'l, 


erie E A 


In = ux, Oy ™ op = 9; 


; a 
9 一 —. xy, 
) m (ara 


dst" Trey E [(34 + 4u)r! — (X + 20)y 1, 


Tu 7*0, 05 7 — BY, Uy ™ ux; 


10°) m = TU n wai + 4u)y — (à + 24)27]1, 
A 
SAG in 


dy = — px, Oy 77 0, ay 一 ny, 
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这 些 特 解 有 了 时 很 有 用 。 例 如 ， 在 求解 平面 弹性 问题 的 边界 元 方法 
中 ,党 需 利用 解 的 积分 未 达 式 计算 边界 点 和 近 边 界 点 的 力学 量 ,但 
由 于 积分 核 的 奇异 性 ， 通 常 的 数值 积分 方法 难以 达到 BOR A 
度 , 而 应 用 若干 组 特 解 则 可 梳 造 一 种 能 获得 满意 结果 的 算法 (参见 
[43]). 

WF es BUA AD AB RED RE SP gE TRI 


题 , 则 可 取 i 的 任意 鼻 系 数 多 项 式 作为 解析 函数 GO. 及 (2) 


来 构造 特 解 ， 

2. 利用 定理 4.1 5 构造 已 知 准确 解 的 平面 弹性 边 信 问题 ,以 僵 
作为 例题 进行 数值 计算 ， 由 于 已 知 其 准确 解 ， 可 将 计算 结果 与 准 
确 解 作 比 较 , 从 而 检验 所 采用 计算 方法 的 可 靠 性 ,给 证 其 收 敏 阶 是 
知 与 理论 分 析 相 符合 。 例 如 , 取 如 下 正方 形 区 成 

QO—={(x, DIE asya ts 
利用 相应 于 p) = z, OG) = 27 BFS Ee HE 
确 解 
2 1 
2n (i + pg) 
3a 4- 5 
EU X 
gu "2x, Gy ™ 10%, a, = 2y, 
容易 写 出 如 下 平面 弹性 第 二 边 值 问题 
KA 二 + (A + wzdgrad divi — 0, OWA, 


MH] ™” 


[C34 + u)x + (4 + 36)y'1, 


f = (1,—2y), P, = 长 0.5， 321a) e 
i= (0,—102), € {€4, 0 ioser<st E. 
f= (—3,2y), r, = ((1.5, I oyert Ei 
f = (2,10r), T, = {Cx ) losers} E, 
其 中 了 了 Ce, g), = Tinis T= 1,2, (msm) 为 边界 上 的 
j=] 
外 法 线 方 向 余弦 ， 
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3. 为 构造 在 给 定点 Cx, yo) 有 指定 奇异 性 的 平面 弹性 方程 
级 的 解 ,例如 要 求 位 移 uo 一 阶 的 奇异 性 ， 可 取 (m. Yo) 为 极 
坐标 的 极点 ,然后 分 别 取 
1) p (2) 一 & (2) = 0; 
2) p(s) 一 ES g (2) = 0; 
Dasi oto zs; 
4) plz) = 0, $x) Ti; 
便 可 由 复 变 函数 表示 式 (14) 得 到 在 极点 有 " 阶 奇 异性 的 平面 弹 
YE UE RS UO £g bb yr E: l 
i 1 
1) m + (aos 十 2: cos 30), 
So eee Or eae PONE M 
rA : ( sinÓ + ; in 38); 
2) 4, = 4 (asino + i sin 30), 
E d. & cos — 1 cos * 
um Lent 1 cat) 
3) s = Es cosÓ, s, = L sin @; 
r r 
4) 2 一 一 sinO, m, = 2 cosĝ; 
r r 


一 十 3m 
其 中 TG + a)” 


FALE ST DH SUL EE ~ 阶 奇异 性 的 平面 弹性 方程 组 的 四 组 
Saiz A: 
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1) a= + (acos28 + cos 40), 
f 
u, = es a sin 20 + sin 40); 
r 
2) m= + (asin26 + sin 49), 
r 


“, = -= Cacos 20 — cos 40); 


3) = E cos20, m = L sin 203 
r 


4) m - — > sin28, 4. ™ + cos 28; 
r 


及 位 移 有 + 阶 奇异 性 的 相应 结果 : 


Dass + (ecos39 $ E cos50 )， 


l 


Hu = 
2 3 


(-« sin 39 十 E sin 58); 
f 


E 


l 
E 


F 


2) m 一 c sin 38 + = sin 50), 


ru 


Mee (acos 39 一 A cos 58 ); 


~ 


3) m= 5 cos 38, m= sin 30; 


4) a= P sin 36, «mL cos 30, 


这 些 结果 已 被 应 用 于 推 求 平 面 弹 性 问题 的 解 的 各 阶 导 数 的 近 


似 信 的 提取 公式 (参见 文献 【14])， 


4. 解 的 复 变 前 数 表示 (14) 也 可 直接 用 于 求解 平面 弹性 边 值 间 
题 及 发 展 相应 的 数值 方法 ， 应 用 复 变 函数 理论 是 求解 弹性 理论 中 
的 平面 问题 的 最 有 效 的 经 典 方法 之 一 。 这 一 方法 的 最 早 应 用 可 以 
追溯 到 本 世纪 初 ， 而 对 这 一 方法 的 数学 方面 的 广泛 深 人 的 探讨 与 
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应 用 则 应 归功 于 原 苏 联 学 者 N. 上 Muskhelishvili, 这 方面 的 内 
容 相 当 丰 富 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [98]. 

当然 ,对 于 本 节 来 说 ,平面 弹性 问题 的 解 的 复 变 函数 表示 的 最 
主要 的 应 用 还 是 在 本 章 第 4 节 中 利用 复 变 函数 论 方法 推导 典型 域 
上 平面 弹性 问题 的 自然 积分 方程 。 | | 


$3. 目 然 边界 归 化 原理 


考察 有 光滑 边界 工 的 平面 区 域 @ 上 的 平面 弹性 方程 组 的 第 一 
边 值 问 题 


jaa + (a -+ u)grad divi = 0, OW, i 
u = Hg, 了 T 
及 第 二 边 值 问题 
BAR + (i+ w grad diva—=0, OW, 


? 
其 中 n = (u H), =m Cust), n = Ds van, pom 1,2, & ER 


8 为 边界 T EAR, 4>O0O Kh 452079 Lame BR, (msn) 
为 了 上 外 法 线 方向 余弦 。 


§3.1 区 域 上 的 变 分 问题 
设 8 为 有 界 区 域 ， wCO) 一 上 (3， 则 边 值 问题 《21》 等 价 
二 如 下 变 分 问题 


ïe w{Q), 使得 


D(2)- PG), Vee W(Q), x 


其 中 
Di, è) 一 | | 5 ou (3e (2)dxdy 


Q i=} 


一 J la > ei C )e; (2) à Adividivi | dxdy, 
9 - 


sd 
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P (8) = È Pens, 


e(a) 及 aE) 431 (ORO AA IR. REM E, D(3P) 为 
WCQ) 上 对 称 半 正 定 双 线性 型 ， 且 DE, 8) = 023 DU s(a) 
一 0， ;7 一 1:2， 此 即 无 应 变 状 态 th A 
» _ Ci— Cy 
“= C, + Cs, 
其 中 €, C,, C, 为 任意 实 常 数 ， 它 们 分 别 相应 于 z 方 向 的 刚性 
平移 , 》 方 向 的 刚性 平移 及 刚性 旋转 。 令 
Fm ((C, — Cyy,C, + Cx)! Ci Ca CE RY, 
Ru 3E 4) 1E C228 RURAR 
FW) —0, Wee &, 
从 而 可 得 到 关于 边界 载荷 的 如 下 相 容 性 条 件 
ia r= 1,2, 
[r rg — yg, ids = 0, 


(23) 


此 即 边界 载荷 的 力 上 力矩 的 平衡 ， 今 后 总 假定 相 容 性 条 件 (23) 被 
满足 

令 了 (9) - w (0)/ &, 我们 先 给 出 几 个 引 理 ， 然 后 在 商 
空间 VC9) 中 考察 变 分 问题 (22). 

引 理 4.1 (Korn ABR) 存在 常数 C(O) 使 得 对 所 有 
?e H(Q), 

A ł 
lho < cca) | Y] OEP AONE 


其 证 明 可 参见 文献 [67]. 
引 理 42 ip 一 (ss)lio)】 s VCO) 上 的 等 价 痢 . 


证 . || 显然 为 W CO) 上 的 半 模 。 又 若 lel —0, BA 
gj; (2) 一 0, i,; — 1,2, BL 2e A, EALS V(9) 上 
AA. SRR 1S ilro 不 等 价 , 则 存在 函数 列 2, € VCOD, 
k= 1,2,°°* ,使 得 对 所 有 ky | rco: 一 1】， 但 lim |, | -—0. Hi 
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FW(Q/K 中 有 界 列 必 为 LYQY/A 中 紧 烈 ， 故 存在 Uu] 
的 子 列 , 不 妨 仍 记 为 (ui. 在 L'(Oy/2e 中 收敛 。 又 由 引 理 4.1 
及 lim |2,] 一 0， 可 知 2, 也 为 W (00/ Z2 中 的 Cauchy 列 , 设 
8 FEV(O), HT | 站 一 lim lel —0, i 2€, 从 而 
lalo 一 0， 这 便 与 lllr 一 lim lady = 1 矛盾 。 引 理 证 


毕 。 

引 理 43 D(4,7) 为 VIO) 上 的 V- 椭圆 对 称 连 续 双 线性 
型 , 即 存在 常数 o> 0、 使 得 

D(2, ?) > al?|lho, Ye YCE). 

it. D(4,9) 显然 为 V(O) 上 的 对 称 连 续 双 线性 型 ,而 其 V- 
椭圆 性 利用 引 理 4.2 便 可 得 到 : 

D(9,) 2 2m | 93 suGYdsdy — 19121 2 alil, 
Hhe> 0 为 与 0 有关 的 常数 。 证 毕 ， 

于 是 立即 可 得 

定理 4.2 若 边 界 载荷 Fen ry 且 满 足 相 容 性 条 件 (23)， 
则 变 分 问题 《22) 在 商 空间 VCOD 中 存在 唯一 解 a, ARE RIK 
赖 于 给 定 载 荷 E. 

证 。 利 用 引 理 4.3 及 Lax-Milgram 定理 (参见 [3，61]) 即 得 
变 分 问题 (22) 在 VCO) 中 存在 唯一 解 B, H 


el € DC, 8) = F(2) = |: $ * ids 
— inf j z * (4 — 2)di S gll-a.riné lá — 2 lar 
< TU arr inf | — Fllecoy 


-—7 llli -二 | 他 | HtD)? 
Ri 


žilo < li -4. 3 
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其 中 了 为 迹 定理 中 出 现 的 常数 , 二 > o. TER, 


M4 Q 为 无 界 区 域 时 , 变 公 问题 的 解 函数 空间 则 应 取 为 
W(Q)— Wile), 
其 中 


Wi(gQ)mi—————* —. ELCO), 
M ITAL i 
Os 


a, EFO), := 1,2, r= fata, 


HPI (yr &WCOD, 故 对 无 界 区 域 9 上 的 平面 弹性 间 题 ， 
无 应 变 状态 只 包含 刚性 平移 。 于 是 取 

A={(C,, C2) eperer}s 
rfr SES} R18 (22 7 有 解 的 充 要 条 件 应 为 


| eds — 0, += 1,2, (24) 
这 就 是 0 为 无 界 区 域 时 平面 弹性 第 二 边 值 的 相 容 性 条 件 . 


FAM fs 0 的 平面 弹性 方程 (7)， 其 第 二 边 值 问题 的 
AHR SO HAAR MT kw 


|| fist) + | gds = 0, i= 1,2, 
+T 
o 


ff (xf, — yfi) dxdy + | (xg, — ye,)ds = 0, 


2 


(tO 为 无 界 人 区 域 时 则 为 


人 ];dxdy 十 | gds -— 0; i — 14,2, 
了 
a 


$3.2 自然 边界 归 化 及 边界 上 的 变 分 问题 


Rix,» 平面 直角 坐标 系 。 定 义 如 下 微分 第 子 及 微分 边 值 
算 子 : 


8: e a? 
T Oy ali c 
" Be yt LA, ax dy 
ae i 
8 a 


(e — 6) 318y 89 "^ 59] 
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agd 


eer 
P ux 


Fama 


a a 8 8 
E NEL 一 2b)n, + bn, -二 
"M de Agy cc rm 
6 8 a a a’ 
(a 一 2b)n, E 十 bn, ET] an, By + bn, az |. 


其 中 acida, b= a, 则 边 值 问题 (20) & (21) 可 分 别 写 
作 


Lä = 0, OW, 
25 
b rk, ( ) 
及 
2 pn, (26) 
ga £g, rE. 


TEHE AR 3 均 写 成 列 向 量 形 式 , 而 LS yA eE a S E 
行 运算 。 由 通常 的 Green 公式 ， 可 得 关于 平面 弹性 算 子 工 的 
Green 公式 
iG ieee = EE - Büds — DC, 9), (27) 

其 中 双 线 性 型 Da, 8) 由 本 节 第 1 小节 给 出 。 由 此 可 进一步 得 
Green 第 二 公式 

{| G= La =a Led = | (B+ pi — B+ g2)ds, (28) 
ik 到 满足 (26), FER, AC28) RES 

E -ds =0, VER, 


JCRIAB ZETESS fE C23) (24). 
Aik GCp, pP) HRFOM PME Green 函数 矩阵 ,满足 
G(p, 5)" = GCP’, p), 
, àáCp — p) 0 
LG, =| "ees 
GOP, P)l,er — 0, 
其 中 p—(Qny».p-—7G,.y) 
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G = [CG] G = (Gus Ga)”, G; = (Gy, Gr)”. 
H Green 第 二 公式 (28) 可 得 
p (GD I., 
ü | hese | eas ; (29) 
BER Poison 积分 公式 ,其 中 8 表示 相应 于 自 变量 (x, 的 
微分 边 值 算 子 8。 于 是 第 一 边 值 间 题 (25) 的 解 便 由 (29) 给 出 。， 再 
对 此 式 以 微分 边 值 算 子 8 作用 之 , 便 得 自然 积分 方程 
em (8 G,)* 
iei) oos 
4v HOY > HITY 的 迹 算 子 , 则 自然 积分 算 子 9€. 1 
Ba HACTY — HITY 的 拟 微分 算 子 ， 于 是 第 二 边 信 间 题 (26) 
归 化 为 自然 积分 方程 (30)， 令 
BG, 2) 一 j i e Kinds, 


则 自然 积分 方程 (30) 等 价 于 如 下 变 分 问题 
i E HITY, SB 
D(i,,2,) = FC), V2, € H*(TY, 
容易 证 明 如 下 二 个 引 理 。 
引 理 44 42 We Lâ=0, N 
D(rü, yo) — Da, È), 
此 即 自然 边界 归 化 的 能 量 不 变性 。 
引 理 4.5 D(,Uu) 为 VE) 一 Hfí(TYÍvt 上 的 V-REN 
对 称 . 连 续 双 线性 型 。 
于 是 便 有 
定理 43 HARRE eH try 且 满 足 相 容 性 条 件 (23) 
或 (24), 则 变 分 问题 (31) 在 商 空间 VT) 中 存在 唯一 解 , 且 解 向 连 
ECT AERA E. 
证 。 由 引 理 4.5 及 Lax-Milgram 定理 即 得 变 分 问题 (31) 在 
V(r) 中 存在 唯一 解 a, B 
allia < DG te) = FG) — | d dade 


| dr = X ih, (30) 


(31) 
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< inf | £*0&S— 2,4: x Br inf lá, 一 Fella. 
Era) T PoErg ` 


= | \l-a.rlléllyirs 
Bl 


» lys 
llr = p lll -a.rs 


其 中 a > 0 为 常数 。 证 毕 ， 
对 于 非 齐 次 平面 弹性 方程 (7), 考察 边 值 问 题 


ie - i, Qn, 
PR o£, rs 
则 可 得 Poisson 积分 公式 
i= (gear | se + fer 


及 自然 积分 方程 
E= Ante || crap, 
或 写作 
&—5 || Glap ~ Ai, 
即 与 齐 次 平面 弹性 方程 的 边 值 问题 有 相同 的 自然 积分 算 子 ， 只 是 
左 端 已 知 项 有 所 改变 。 
下 面 将 只 讨论 } 一 0 时 的 平面 弹性 闻 王 的 自然 边界 归 化 . 


§ 4. 典型 域 上 的 自然 积分 方程 
E Poisson 积分 公式 


FEKE Green PRE. Fourier 变换 或 Fourier 级 数 
法 , 复 变 函 数论 方法 等 不 同 途径 得 出 上 半 平 面 \ 圆 内 部 区 藉 及 圆 外 
部 区 域 的 自然 积分 方程 和 Poison 积分 公式 。 
$41 QALE 

erp iA TAD * Bh, (BUE y 一 0。 了 上 的 外 法 线 单 位 矢 
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Bx) i= (D, —15*. 
l. Green SRE 
外 平面 弹性 问题 的 基本 解 短 阵 
Enp, P) Enlp, v) 
EC», » m , 
i n El ps?) Exp, £4 
Eal, f) = se In W (x rOy Y 
a pe uu dee , yy 
Axab (x- xy-F(y—yy' 
E, C?, p) T EaP, p) 
(a — bx — xy — y) 
4zab (x — x Y +O — y y] i 
Exlp p) 一 “一 in (x — xy +O yy 
过 
Arab (x 一 好 了 十 《9 yr 
出 发 ,可 构造 上 半 平 夯 的 Green HA ABE 
, Gulp, P) Guile, P^) 
GP, <= ; I? 
uim ay eese 


(32) 


(33) 


其 中 
OB Ae ee 
GuCP. P) Rar in (x Em xy 十 (y 十 yy 
apseqgop .. (pee A SENN 
x 4zgb lc — xy 4- (y — yy 
NES © as DE | 
Co(x— Xy + Oty} 
(a— by — ys N CL dur ha ey 
2zab (a + b) [Ca 一 x» eye yN 
av Sari le ee 
Gul PsP) — os | Ecc rs 
E IRL FR 


(s— 4» to — y») 
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ao 6r amet yy Cy + y) Caii M 
cb (5) 7 (ay GP 
Mon RD. PA) xa 
GaCP,.p) 4xab re -— xy 十 (y 十 y» 
CA G9) 
(s — xy + Cy — yy 
(oby y Oty) G=) 
mabla +b) ^ [(x — & Y + Cy b y yy? 
Gulp p) m tb Gem XY ro —y» 
UT Ve CaO TT, 
T. cml (y+ y»Y 
Arab | ee) byte y 
= Go D 
(x — x + Cy — y» 
(yc y Y —(x— xy 
[Cx 一 xy 十 (y 十 yy" 


amv by 
= P (a x b) 
容易 验证 它 满足 
Gp, PY — GCP’, p), 
GCP, P’)| yao 77 0, 


yy 


i à(p — p) 0 
LG(p, p) E "TR p: 
由 《297 及 (30》， 以 及 对 上 半 平 面 区 域 ， 我 们 有 
ay » =% 2. 
8 X , 
ð ð 
(2b — a) az —45y E 
使 可 得 到 上 半 平 而 内 平面 弹性 问题 的 Poisson 积分 公式 
ü = (PPS > 0 (34) 


a OE 十 (a 一 至 Cx? — y? . 
| GF DT 
2 (a — b)xy’ 


x(a 十 b)x + yy 
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l à (a — bry 
zla t+ b) (x yy) 
P=) oy ye) 


a(x ty zlat Ex yy 


及 自然 积分 方程 
B PE: Dr TEM 
TA x G - 
E nz E 2ab Kü (35) 
qp P z (a 十 b)s! 


2. Fourier 变换 法 
4 ü(x, y) By Fourier 变换 为 


UC, y) = F tals, N= 一 | ets ya, 


U- (U;, U2)", c= (s, Wi), 对 平面 弹性 方程 组 Li = 0 fF 
Fourier 变换 ,可 得 


(Eiy'aU, +6 a UB eee) ŠV, = 0, 


(EI) BU, + a E U,+ £i(a — P) H U, — 0, 
解 此 常 微分 方程 组 ,并 考虑 到 y > 0, HA 
n= 人) 于 一 - 
U, = |: 十 — Uu 一 a igyU, | e "P, 
HTZXUTE 


gl an ( 9^ + 98 
Qy Ox / 


: = : fyDa| e 1», 


al [22-9 a -ey 
WE Fourier 变换 并 以 436) 代 人 得 


287 = 


tab | | je 
[Ze] ac b at b a 
S (gu) 252 2ab Us 

ee Pus 

再 取 Fourier 道 变换 ,利用 
1 | 
E= F |- e- Fw), 

便 得 到 自然 积分 方程 (35)。 最 后 ,利用 Fourier 变换 公式 


ely 一 FF Pesca 


ied rl 


lxy | 
LE a ESI. S 
| x (x? + yy 


mL d ee y» )| 


X — 2 
= xil P ail! 
可 由 (36) 式 得 到 Poisson 积分 公式 (34)。 
3. 复 变 函数 论 方法 
由 本 章 第 2 节 定 理 4.1 知 ,区 域 2 上 平面 弹性 方程 组 的 解 可 记 
两 个 在 9 上 解析 的 复 变 函数 ple) 及 ole) 表示 。 即 〈14) 式 与 
(15) 式 。 令 


P DET 1 十 3n ue , — >t? 
F (2) EF pla) — zp (z) — g le), 
G2) — A734 pe) + sp (a) + d'GD, 
A+ zB 
则 FGO 及 GGO 仍 为 0 上 解析 函数 ， 由 (14) 及 (15) 式 可 得 
w(x, 0) 一 Re XII qx) — xp (x)— ol 


= -L ReF(#)| yess 
2n 
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ux, 0) E = Im | 


plx) + xq (x) + dr (x) | 
2p 


Ades 


I 
E imG(2)| ,-,, 
2g 


gi) Fu Fu 0 一 0l? 
| n bs = NN m LA. 
E [o H T - " I (37) 
— Rel2g (x) 十 xp (x) + d" ()] 
由 于 ReF(s) 及 ImG(z) WHO EWURHÓ, BK EK EH 
调和 上 自然 积分 方程 (参见 本 书 第 二 章 第 4 节 ), 便 有 


=; * u(x, 0) = (2 E ReF e 


I ys 
m a ES T ES 了 了 
ja E by FG] 2 [Im F’ (2) ] yng 
al 3n d ? rr 
~ | ATT p _ a 
2g m [LA q (2) — 9G) — sq G) 
Ss | 
y 
1 l+ 3a , " 
lg x rerums Pp (x) — xp" (X) — o (x) 
io à" (x) |; 
及 
eh. = ə A 
= * u(x, 0) i Fe ImG eM 
1 [68 1 
HEN — e =- R CN 2 " 
2u fs e6) 2n [ReG'(2)],—, 
S -— Es À 十 3u " t m 
2n at | ica 9 Fe Ce) sg Ca) 
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1 A 十 By 了 rt | 
2n e | i p (x) Tp (x) 


+ o) + gæl, 
此 外 易 得 


d, r0). ~ Re [At Se 
= (4,0) n 


"p plr) — o'(x) 
一 xy" (x) x. 


d 1 A+ 3 
E 5 ,0) = — Im |=" A (e) + y 
"E 8;(x,0) 7, m | i p(x) + gx) 


d e (s) + 4G). 
于 是 可 得 


A+ 3p f 


" *w(x,0)-- -£- 2. w(x,0) 

zx dx 
g Im [p (x) + xq" (x) + p” (x)], 

1 d At+t3a 

一 一 * 30) + - 一 ,0) 一 一 一 

一 “,(x,0) dx u(x ) rece E Reg’ e» 
一 二 * u,( 2,0) T ^: Gs 0) 
zx 
= —— z Reig Ge) 十 rp (x) + p” (x)], 


WERL IO 便 得 到 
&i(x) = —Im[g' (x) 十 xg" (x) + 4/()] + Img/ (x) 


2u(14 2n) 2p? d 
= — KRY Oe OD minis 0 
(a+ 3 a Jar? (#50) ior 3a d “x, 0), 


及 
£(x) 一 —Regp'(z) — Relg (r) + rp” (x) + 6" (2)] 
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mcm zai T Da 
dam 0 — 5 a 
A+ 3p dx PES (a+ 35)xx * us, 0。 


此 即 自然 积分 方程 (35)。 


$4.22 ODBARKR 


1. 极 坐标 分 解 下 的 结果 
4 XL LABS Th ROBUR S3 1 AR 
4 - 4,2, + Hoos 
Amon 及 23 分别 为 r 方向 及 8 方向 的 单位 向 量 , 并 先 设 圆 半 径 
R 一 1, Mo 为 单位 圆 内 区 域 ， 
1) Fourier 级 数 法 
HE 


dive = t2 2 (re) + 一 
r 


2 
AU — div gradu = 1-2- {, e n 


SE [A SR HE 75 #213) n] 5S E 
PA Tt E 


© bə b ağ 
令 
N, = 5 U,Cr)e™?, uj »3 V re, 
RAGE ,得 常 微 分 方程 组 
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2 
or or 2 a — be 
r r 


in [c — b) LA 十 《6 十 »)| 


in | — br 9. — Ça 十 6) | 
Or 
m ð i | -0, 2-5 ot 
rat bru — b— on 
作 自 变量 替换 r=e', f 
a deme a — br 
ar 
Ó 
in [Ca — 6) A + (a — b)| 
. a 
in [Ce 一 全 .一 一 - GP) 
ĝi | 


c V. 
解 其 特征 方程 
15— 2 d 1) (s-—1y 10, 


得 
t= +/Cls| +1), 


考虑 到 在 单位 圆 内 求解 , 恒 有 
aa 一 Uyur, 
Vir) = Vr; 
ARH a 2 0 it 
eee = Ar t Br T, 
Vr) = Cr "ti Dar a, 
其 中 
U,, — U1), Voom VCI), 
A, = a,[U ,, + i(signz)V wl, 
B, = b,U,, — a,i(signz)V pos 
C, 一 b,| — i(signs)U,, + F pls 
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D, AMT b,t(signn)U no + an Y nos 
p — mam i 2b y m (o— Hlal + 20 
a 


ath ^ * 2(a- 5) ” 
l, 5-690, 
signs = 0, n=), 
—1, #2<0 


于 是 便 得 到 


Wr = Uar + >) ertt [Ca rn F br" DU 
MA 


+ i(signg)a,Cr'* P — ris! DV], 


ue r,9) = Voor 十 >) e*liCsigna)b Crit! — ptt). 
-— 
qb rtm arn DELL 
(39) 


利用 0 « ff 过 1 时 的 Fourier. 级 数 求 和 公式 


1 LIP -aa 人 


— 7 —— .. 


- im 2x(1- r!— 2rcos0)' 


i i LINT: r sin à 
= (signn)r"ei*8 一 一 —- m 
2156 gon) z(14-r! — 2r cos) 


S [a] set pine 7 (cos? — 2r + ricos0) 


A re — 


= 2x x (1 + ri 2rcos8 Y z 
5 1% minint rsin 2(1 — r^) 

一 F £e 有 一 
T 2z a€l + r? — 2r cos YF 


可 得 单位 圆 内 平面 弹性 问题 的 Poisson 积分 公式 
urs 8) B P, ul, 8) 
b id ~ D. ^i ; anl Pees IE) 
其 中 
a [2acos0 — (a — bor) C1 — rò) 
2aCa + bi + rn — 2r 6059) 


ry 


3? 285 + 


1 r*Y( cosÜ — 2r 十 r'cosQ) 


2z(a 十 ELS uz cos BY 
Pom b(1-- r*)sind 
id naa + 51 + r! — 2r cosh) 


(5 — aX1 — r^y sin8 


十 inthe 
2z (a+ D)(1 + £z — 2rcosey” 


a(i — r)sinÓ - 


iE mla + b)(i + r* — 2rcos) 
y = OU ry sine 
2x(a +b) C1 + r! — 2r cosy"? 
po, — [Ecos — Cb — arla — 7”) 
2n(a + EXCL -+ r? — 2r cos) 
+ E= a) — 1°) (cos — 2r + ricos) 


2a(at+ b) (1 + P — 2rcos9Yy 


MH Hy SES X8 BY SE RR A E 


g 


a | 
可 


£r Gg. Ta 1 
M fi Hi| 0 i; B E : 
o St + (a 一 26) (4 Sue + La) 
7 Gug — | 1 Ou, 
ge ats oe) Le. 
以 (39 代入, 便 得 到 单位 圆 内 平面 弹 性 问题 的 自然 积分 方程 
g,(8) K- Ka u1, 8) 
Wes ie. ag ees (41) 
其 中 | 
K 一 一 一 ab = 
2z(a + 5ysin3 2 
vox tr E g 
a+b a) TiG3 2! 
o Ep ECCE UE. [ERR ERN: CN 
| : ipn 9 var th 
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Kos. ps SUERTE 
2z(a 十 &)stn? 3 


25? b 
a CO) 十 一 一 一 。 
até (6) z(a + b) 


这 里 利用 了 如 下 广义 函数 公式 
1 Ld 


一 ei"? amn 58 
n2 (8), 


T 1 8 
5 《 ) 3 g 2 " 


i > ne"? — CO), 


2w a 


L Saletan — —1_, 
Se tain! A 
2) 复 变 卫 数论 方法 
设 g == y + iym re”, 
H == u t uê, = 4,2, + ula, 
我 们 有 
#, = uncos + u,sin 9, 
" 一 —u,sin@ + u,cos@, 
pn | B D. isi 
g; CO) à 2545 sing 
g,(0) = g,cos8 + g,sin 9 
= [uco 十 a,sin’? 十 20, cos sinf], =s 
ge(8) = —g, sin 0 + £g, cos 
= [(0; 一 7,,)cosÓ sin 8 + a1 (cos!0 — sin?8)],—, 


今 以 z 一 ce” 代入 平 五 弹性 问题 的 解 的 复 变 函 数 表 示 (14)， HA 


it+32 I, 2 
F Se LU Lo di f ———— 
Cs) "pum plz) "E (s) — (e), 


p + rusin 


r= aucos 9 二 Fy, sin G 
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Gia) 一 ae plz) + 一 -p le) + Cx), 
则 有 


«1, 8) = zr Re [LT SH tet) — eep' Ges) — oe] 


1 
— 25 REF G) = 


= 1 qm [4 35 ylei) ,i sf iB 
(1, 8) ji [LI ple!) + e"? (e) + d/(e | 


- -=-ImG (a) |i 
A 
由 于 FG) 及 Gls) 均 以 原点 为 一 阶 极点 , 令 
Fila) = FG) + 9°) —, GG) ~ GG) — 9'(0) L, 
AA Fie) 及 GC) 均 为 单位 圆 内 解析 函数 。 从 而 由 单位 圆 内 
遍 和 由 然 积 分 方程 ( 见 
K(0) * #(1,0) + + 4 Ree“ g/(0) 
= K(8) x " ReF TOJ + T Ree-y/(0) 
"EE E S = i Ore ks 
2 n JN | M z vc]. 


2 Lör 


TUM E n d. i obi 
m E ReF c. F [Ree'* F (x) ] m 


1 A+ 3a 浊 rr 38 -i9 "f i0 
- .—. R | e! e +e f ei 
2u € 14 g ) e Ce?) 


— g” (e?) 一 ever) : 


K(8)* »(1,8) 一 » Ime" ?^g (0) 
~ K(0)* " ImG TON "ns p Ime" C0) 


+ 29] » 


Ó 1 a Eus 
— 一 -|」 -一 Im — (0 
ar Ine] + [tm tee]. 


L 


oO ERAT ‘OG’ 
5 imG (2) |. 2 [Ime G (z) Jy 


1 E -F 3a TAE io —(8,. 7 iG 
a- 一 -TD | ei e — eg e' 
eer p Ce?) q (e?) 


ta) + eye), 


其 中 K(0)—2 ———l—.. pew 


joan V. 
2 
d 1 E + inu iB id 
siae 1,8 ---— — Í DO sl uM e! 
io 4:9) p Ul: ce 


+ emg (e?) — aC?) — etgay], 


d I p i0. 7f i8 
- w(1,8) = + Re |. e, 
46 5977 wer he 


一 ep (ei0) + qr" (eit) 十 erc]. 
由 上 述 诸 式 可 解 得 


Celt) om ROA DL : 
Reg/ (eif) bet fco T Or 0,8) 


l -j9 7 | $ d 
十 te R 0 cm [ed sn L,8 
„ Ree p (0) sin 18 u(1,0) 
+ sind EQ * (1,9) 一 "i Ime~p'(0}| 
dà 


T gt mm (ata) — gi | 
Img (e) 人 sind | KCO) x ml1, 6) 


1 — d 
十 Ree™ Sg co] 一 cos? FI 2,(1,0) 
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+ cost C6) (1,0) — 7 Imey C0))| 
i d 
sin 6 LO 
Rel e^" Cet) + d (e/)] 一 u (— cos? [KC0) (1, 6) 
4. Rec -eg'(0)| + sind 4 41,6) 
u dO 
+ sin 8 [K(6) CL, 8)— < line“ 9/(0)| 
+ cos? 全 PAG D + cos 20Req/( e'9) 十 sin 281mq'(e*9), 
imle tgp (e) + i" (e] i {sind [KCo) s CL, 8) 
1 —iBg..7 d 
十 一 ~~ Ree Wp (0)| + me + cos 


Tn 8) — -— 7 Ime” i eco] 一 vea 一 ~ 5 n, oj 
一 sin 29Reo'(e/?) 十 oe Ce"), 
由 于 由 《4157 可 得 
Tu(l,0) = Re[2p le) — ei p” (e?) — p (ei*y], 
vu (1,8) = Re[2g/Ce'^) + e^" Ce?) + oe], 


gu(1,9) = Im[e 9g" (e?) + 4 Cet], 
从 而 有 


g8) = ‘me te) cos 8 KCE)  s,(1,8)] 


i+ 3p 


+ 2#U + 24) a 
A+ 3g 


sin 8 T (1,8) 


sin O[K(8) * mCi, 9)] 


i a 
ivr 3a 


cos 0 a v,(1,0) 
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T4 2 (1 十 252 Reg'(0), 
a-t 3g 


20) = OU sin B[K(8) &14(1,6)] 


2 
oF cos - (1,8) 
id 3s "T 


2al t 28) | 
+ ee os OL K(9) * u,C1, 8)] 


+ ZE sin 9-4 u(1,0) 
A+ 3a dO 
- 10 is) VE Img (0), 
再 将 
a - 4 cosh 一 wgsin 8 
u, 7 #,sin @ + ugcos? i 
代 人 ,并 注意 到 
K(6)% [f(0)cos8] 一 cos6{{ cos OKCO)1T x 1(0)) 
+ sin O{[ sin 9K(0)] * 1(0)], 
K(8)X 1 f(8)sin 9) — sin 6([ cos 8K(0)] * f(A) 
一 cosO{{ sinGK(0)]  f(8)]; 


便 得 到 


(8) = aQ b 26) | os GK()] x u,(1, 8) 
it 3p 
2 ys? 2u(A t+ 24) 
上 1 日》 十 -——————- 
ae eae 


; 24° d 
` K(8)] x 1, 0) — — — 1,8 
[ sin C yN us ) r+ 3p 48 tal E ? 
A 3u 


— — 2g t 28) (Las ok(8 1 
g« (8) D A [sin GK(8)] * (1,98) 
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gee uma POT yee CA 
2 二 38 d? A+ 3p 


. [eos 0K(8)1 ¥ (1,8) — TEPL 
_ 202g) ing 
i43 Img (0). 
但 由 (14) 可 知 


u{1, 0)d0 一 iz Reg’(0)s 
0 ite 


A E. (1 十 24) ; 
| v1, 6948 = 1E Img (0), 


BH KE) 一 一 sar RE, 并 令 1 十 24 =a, acc b, W 
4zsin? B 
得 自然 积分 方程 (41)， 
3) 半径 为 R 时 的 结果 
上 述 关于 单位 图 内 部 区 域 的 结果 可 以 推广 到 一 般 贺 内 区 域 ， 
4 oO 为 半径 为 R 的 作 内 区 域 时 ， 平 面 弹性 问题 的 自然 积分 方 各 


为 
HE eles c 


其 中 


K,-— 的 
2xR(a + 6)sin? £z R (e+ 4) 


a’ 


二 “一 一 一 一 一 一 一 
xR (a+b) 
ab 9 
mr 0 t — Án t — ÜÓÀ 
aO db 3 


DER M 
R (a+ 4) e), 


Kyo - — Ks, = 
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Kum ow, 
E D R (a + 6) 


(8) 


EN E 
mR (a+ 5) 
而 Poisson 积分 公式 为 
ur, 8) Pa Pa u,(R, 8) 
BR Bi E p "al " poss Di 
O<r<R, (43) 
其 中 
P= [2aR cos8 — (a — b)r ICR? — r?) 
AnR(a + 6) (r? + R* — 2£R cos 9) 
(a — bN R? 一 r')(R'cosÓ 一 2Rr + rcos8) 
2ala + b)(R? + p? — 2Rr cos)! : 
—— 6(R? — r)sinà 
” ma P) CRI r — 2Rr cosbj 
(5 — aX R? — r!Y sing 
2n(a + ENC R pP? — 2Rrcosd) “ 
E a(R? — r*)sin 8 
7 ma b) CR? + r? — 2Rrcos@) 
b — a)( R? — r!Y sing 
2x(a + bD)(R! + r? — 2Rrcos0y ' 
Pas = L22Roosd — (b — adr] (CR? — rż) 
2zR(a + b) (R* + r? — 2Rr cos) 
b— a “一 r?)(R?cos0 — 2Rr + r’ ) 
e mt A 
2. 直角 坐标 分 鲜 下 的 结果 
现在 回 到 直角 坐标 分 解 ,如 
ü — 4,2, + 4222, 
其 中 24 及 A286 * 方向 及 3 方向 的 单位 向 量 ， iF OX 
单位 加 内 区 域 ， 
1) ARKAA 
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仍 设 z = re, K(8) = 一 L 
4zsin 


,0" 
1 十 3 n db eee d 
F(z) PF p(s} 90 P (2), 


A+ 3a l , ’ 
G ER ë ar + — + ( > 
Cx) E pz) ^ q' Cz) 3- d (8) 


P) 及 bla) 为 平面 弹性 方程 组 的 解 的 复 变 函 数 表 示 (14) 中 的 
两 个 解析 函数 。 令 


F(z) PG) + (0) 4, G,(z) = G(s) — ¢'(0) T. 
则 Fi(z) 及 Ge) Do5 0 AREE, TR E 


« (1,6) = F ReF(2)|,— 


5 


1 
ul, 8) = Za OCE) |e 

可 得 
K(0) s u(1,0) — -L Re E FSH gig git) 


L+H 
e? Q(e'?) — p '(e9) AE e? (e9) 
— + Retg'(0)e7*, 
a 
K(8) k m(1,8) 一 -L Im [4 DOR ep’ (e?) — eg Ce’) 
2u a jn 
E p” (e) + e” g” (ei) | 
+ P Im[ 9'(0)e7*6], 
4 ul,0)— — Lm |2+ Sa eg (e?) 4 e) (e^) 
40 in "m 
= eG?) — eec, 


-297 ， 


d 1 1 十 3 ， 
SE Wit LO) = — Re | +32 ew Ce?) e 76 y! ( ei 
; (0,0) ; 1 p Ce) p Ce") 


+ g" Q9) + eee). 
由 上 述 等 式 解 出 Rep (eh), Imp (e), Ree?" Ce) + qi 
Ce?) ] 及 Im[ e)?" (ei?) 十 p” (e)], 代入 
BaCi 9) 一 Rel2g’Cel) — e” p" (e?) — p” (e9)], 
on(1,0) = Re[29' (e) + e^? p" (e?) + p” Ceh, 
gu(1,0) = [m[e o" (Ce) + p” Ce”), 


及 
FAC), | E | » M ie cos + 43 sin 0 
g;(8) Ui;  Gyllsin2l,L, Onacos 日 十 oz, sin O Pe 
并 注意 到 


[2 


Reg'(0) 一 n | “Tatay + (1,0) din 0]d0, 
x ù 


Img'(0) = -ata [^ r—4(1,0) sin8 -- (1,8) cos0 40, 


àx(À 4-24) je 
便 可 得 自然 积分 方程 
"PO | E 2n(a + bysin p 
g;(8) ab 


P 
———— 8 (8) pri A —— 
ate 2x(a + b)sint A 


#,(1,9) a(a — 5) 
bee 25] a(a + 5) 


2n 
* | [#,(1,@)cosé -+ u,(1,0) sin 0140 
0 


cos bla — b) fas 

° py + x(a + 6) | [44(1,8) sind 
— sin@ 

— m1,0) cos01d9 | | us 


* 298 » 


2) 应 用 坐标 变换 公式 
直 荫 坐标 分 解 下 的 单位 圆 内 平面 弹性 问题 的 自然 积分 方程 
( 44) 也 可 利用 举 板 变换 公式 
m. = g,(8) cos? — g,() sind, 
g,(@) = £,(0) sin O0 + g,(@) cos, 


pea = u (1,0) cos8 + #,(1,8) sind, 
uall 2) — —u (1,0) sind + i, (1,0) cosé 
由 极 坐 标 分 解 下 的 相应 结果 (41) 得 到 ， 

车 为 半径 为 呈 的 圆 内 区 域 , 则 可 得 自然 积分 方程 


po ab = 2b 8'(8) 
2n(a 4 bysin' 0 ab 
E ER ! 2 | 
g, (8) R 2b? 8' (8) E ab 
aT 5b 


2x(a + sn 


qu) a(a — b) 


uCR ,0) zR(a + b) | TaCR,6) cosÓ 


-9 


cos bla — b 
moana [77] «est 
T e R,8)29] 49 |. p] «Ra + 6) 


: N [v CR 0) dn Ó — «CR, 0) cond 140 
— sin 8 
d | cos Ü | l (45) 
Fill FE AAR aE MAS SRR BT 3 EI BSD BP AO T Poisson 
积分 公式 : 


| iw ioci ee és 

“u(r ,0) sin @ cosa Py, Pes 
i 8) aid + u(1,2) sin8 n (46) 
— i (1,0) sind + ml, O) cosol}, 
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其 中 P,, P, Ps, 及 P go tx di. 

当然 ， 我 们 同样 可 以 利用 坐标 变换 公式 由 直 第 坐标 分 解 下 能 
结果 得 到 极 坐 标 分 解 下 的 结果 。 
$43 Q 为 圆 外 区 域 


1. 极 举 标 分 解 下 的 结果 
仍 先 考虑 单位 圆 外 区 域 , 并 设 
Bm 4,6, 十 tobe, 
1) Fourier 级 数 法 
仍 令 


u, 一 5 U,(r)e?, tp 一 > EA 
代 人 平面 阐 性 方程 (38)， 于 于 2 为 单位 图 外 部 汉 瑾 ,可 得 


a—b —tal+l ~|afol 
panes * Elbe — p) 


十 (ar ^*^! + br” dcl IET 
ac b 
— 6b dieit z 
| lai L p cial 
i 13 7. ) 
十 z signs) Cro B puso. enl, 
a 


(47) 


u(r,8) 一 Fu 一 +> [Ez 


2(a + 5) 


infr 一 pa initl) 


1 
十 sion # r+ '?Il1! 一 ~is] Ue 8 
T3 " gn s)( r ) | 


+ 好 一 polsi s voee 
? XE pim) 


| 十 "PT (br tap arm) v, en. 


利用 r > 1 时 的 Fourier 级 数 求 和 公式 


" 400 。 


2x a 2x (1 + r? — 2r cos)’ 
LS 7inl, i28 r sin 8 

— 1 r e UNMÉ um r a r 
ax > eee xkl + r* — 2rcosd)’ 
l 5S -isnin — T (cos? -— 2r + ricos 

== po eit? we 

2 2: I «(1+ r?’— 2rcosdy "' 
LOSS igen signe — — CP 1) sind 

dx -= z(l-F r! — 2rcos8y i 


便 得 到 单位 圆 外 平面 弹性 问题 的 Poison 积分 公式 
ur, 8) Ps P, sl 多 0) 
E. ed i id : E , 8) 
其 中 , 
Ps (2brcos? + a — b)(r* — 1) - 


Jar (a + b)(1 + r! — 2r cos) 
4 fa — b)(r — 1) (cos — 2r + r'cos8) 
2zx(a + b)(1 + r? — 2r cos)! 
(a — PY r! — 1y in 
2z(a + bY1 + r? — 2r cos0 )? 
- blr — 1) sin8 
x(a +b) (1 + r! — 2rcos8)' 
Pa = (a — £)(P — 1Y'sin8 
2nCa + bX + r? — 2rcos8y 
= ar! — 1) sind 
x(a + b)(1 + r?— 2rcos0)' 


p: (2crcos + b — a)(r? — 1) 
86 


2ur(a + b) C1 + r’ — 2rcos0) 


— a — bXr/ — 1)(cos8 — 2r + r!cosQ) 


2z2(a + b)(1 +r? — 2r cos y 


Pre x 


再 将 (47) 式 代 人 
| 8 rr Trg =l Ter 
el das 


“#301 + 


» rol, (48) 


| 
—a Čt (e — 26) (+ He dou) 


On, 1 l Ox, 
x —'y "t + a = 
区 可 得 自然 积分 方程 
AG K,, K, Al, 8 
|| | « [S un (49) 
ga (8) Ko, Koo uel, 6) 
其 中 
K,, = Kog = — eee 十 26 8(8) 
2x(a + b)sin! = a+b 
ab 
Ss 
nla + b) 
Ke 一 一 Ko = — Mem ctg 2 P vey, 


zla + b) 
2) REIR EGO X 
EZ 88. £r [LP E f D Ae BERS [LPS DC fa 8 —( — cos 8, 
一 sinf), (FA 
£,(8) 一 一 [cncosz + opsin’? 十 2o, cosO sin8],..,, 
ue = 一 [(ea — a) cos? sin 8 + oa cos’? — sin?2) |... 
A ze 代 人 平面 弹 性 方程 组 的 艇 的 复 变 通 数 表示 (14)， 并 令 
F(x) = È vL eG) — v G) — 9G, 
Gt) c tse eG * L eG) V QD, 
则 有 
ul,0)= I ReF(z)|-, w(1,8)-— P ImG(z)|,-,. 
2u 2gu 
由 于 Fi) 及 GW) AHO EARRAS, cr CRT DR AB 
ADH e CH, 45 AT E) 可 得 


1 (A+ 3n io rfa 
人 
(8) x mL ) bn D. pÈ ) 
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十 g^i6 ple) 一 qe EE waren), 


K(0)* i (1,0) 一 一 > Im| Ae e? gp Cet) 一 e? o Ce?) 
g 


+ p” Ce?) ie ep” Ce) | 


其 中 
K(0) — — —1l... 
和 
2 

此 外 ， 


RA il ,0) = — 23 Im Em e? g (e?) $ e 70 (et) 
: iu itp 


一 p” (e?) 一 etant, 

£ (1,8) - E bes eg (e) 一 "E oe) 
十 9" (ei?) 十 esger], 

出 上 述 诸 式 可 解 得 

Reg’ Ce”) = # area uC + a) | — cos OL K(8)*u,C1, 0)] 
一 sin@ £ in CT,0) — sin OLKA) 3 u,(1,0)] 
+ cosd A #21 ,8)} , 

Img/(e/) 一 wa tp) { sin GL KCB) mC , 9) 
A+ 3a 
— cosÓÜ E aCi, 9) 一 cosg[ K(0) * 4,01, 9)] 


。 d 
一 sind 75 1,09}, 
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Ref e^? o" (6/9) t plett] 一 {coset KCO) dC, 8)] 
4 dnd £ #,(1,0) — sin@LK(6)#2,(1,6)] 


+ cos -人 «iQ 0) + cos28Req'(e'?) 
+ sin20lmg'Ce*5, 


Ime 7? gp (e) + o" (ei?)] = p {— sin GL KC) 3e (1, 8)] 
t+ cos a (1,9) — cosá[ K(8) sk wl 1 ,8)] 


— sng 7 “Cl, 6) — sin 29Reg’(e'*) 
+ cos201Img'(e'9), 
由 于 由 《15) 可 得 
Gu(1,0) = Re(2q'(e/?) — ep (ei9) — ple, 
Gn(1,0) = Rel2p Ce) + ep (Ce) + p” (059), 
oatl,0) = Imie g"(e9) + 5" (e/95], 
便 有 


g-(0) = 2# T 28) sot (0) x ,(1,0)] 
t F 3p 


2g 
一 - sind —— (1l,0 
13a " (1 58) 


+ 24 (2 + 2p) sinG[ KCO) xk (1, 05] 
lcg 
2 
eur pude -- E OC), 
te(6) 一 一 HE sin 8[K(8) x u,(1,9)] 
— a addi mls 9 
A+ 3a 


+ 3046 


4 cQ rip cosO[ K(8) x «,(1,6)] 


2 ys 
13a 


‘ d 
sin @ Wo #,(1,8), 


再 将 
s, u,cosÜ — uasin, s, = u,sin@ + ugcosO 
代 人 上 式 , 便 得 到 
2. 24 A+ 2g) 
e(8) = TEETE) {eosOK(6) 1c 1,8) 


2g 
A+ 3u 


十 u,(1,0) 


十 2u (à 3 2n) [ sin 9K (98) ] k «4(1,8) 
à dT 3a 


2g d 
— 1,8 
14-34 dd us , J> 


"OR x [ sin 9K(6)] (1,8) 


2 d 
一 —— #,(1,8 
à + 3u d0 Wolo 


teltan) [ cos8 K (0) 1: ug(1,0) 
B 


j ; 
十 PAG! ;0), 


2 + 3u | 
将 K(9) = — —1 7 代 回 ， 并 令 aic 1a, b 一 a, XB 
4xsin? — 
2 
到 自然 积分 方程 (49)， 


3) 半径 为 R 时 的 结果 

上 述 关于 单位 加 外 部 区 域 的 结果 可 以 推广 到 一 般 风 外 区 域 ， 
即 当 .0 为 半径 为 R 的 加 外 区 域 时 ， 平 画 弹 性 问题 的 自然 积分 方程 
: | 
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g, C0) K, K, sR, 8) 
bo] u 网 ae * E | (50) 
Rm 
l 2rR(a + sim $ R (a +b) 
|. ab 
aR (a+ b) á 
Ko 一 一 Ko 一 一 一 2 org 2 2E 0L 8'(8), 


aR (a + b) $1 R(a + b) 
而 Poisson 积分 公式 为 
u(r, 8) P. P, u,(R, 8) 
b 35 n I $4 hr 5] r>R, C51) 
其 中 


一 [25r cos0 + (a 一 BRIC — Rẹ) 


2er{a + b)CR! + r 一 2 Rr cos8) 


+ Acc EN Rn RY — 2Rr +r dr om0) 
2n(a + b)CR! + r? — 2Rr cos)! 
Po 一 br R)sind_ —0 — 
xla + b)CR? + r — 2Rrcosé) 
+— Ce— PCa E: 
re + b) CR? + r? — 2Rr cos)?’ 
Py = a(r? — R*) sin 8 
eG + 5)(R? + r? — 2Rrcos0) 
a — b) (r! — RY sing 
2a(a + b) (CR? + P! — 2Rr cos8y" 


Pua [2er cos 十 (b — oR IC? — RY 
PLI 


2rr (a + b)(R? + r? — 2Rr cosO) 
(a — Dir -— R i ia 一 2Rr 十 > -cos8) 
2x(a + b)(R + r? — 2Rr cosy? 
2. 直角 坐标 分 解 下 的 结果 
现在 回 到 直角 上 坐标 分 解 , 仍 先 设 遇 为 单位 部 外 区 域 。 
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1) SRM 
岂 前 述 ， 利 用 平面 弹性 方程 组 的 解 的 复 变 函数 表示 (14) 可 得 


K(6) ¥x,(1,0) = — Re [tre cog (Ce) 
2n Acta 


+ ete C?) — a" (en) — eer), 


K(90)5x14(1,0) 一 一 tue, Im E t3 e" y (e?) 
Zu A+B 


— ey) + "Cet + eC], 


d 1 2 十 3 , 
1,0) = — .—. J [Lis i8 hf ,i8 
16 auc , ) 7 m 1 2 p (e ) 


4 eo" (ei) 一 o" (eit) 一 o'er), 


d i EE i. 7f i8 
— 1,8 =æ R a el 1 
g” ) I e 1 eg (e?) 


— e g (e) + p” Ce?) + egr], 


其 中 K(8) = —— 了， 由 上 述 等 式 解 出 Rep(e”), Img 


4zrsin?* — 
2 


Cel), Rele gp” (e) + o" (e) ] 及 Im[e pe) + ple], 
代入 
au(1,0) = Re[2g'(e'?) — ep” (e) — p” (e)], 
On(1,0) = Rel2 p (e?) + eg" (9) + pC], 
(1,9) = ImLe "^g" (e) + pC), 


及 
RGD) u 061] | — cos 
bo | = [S | = E r=] 
_ 国 NA 十 | 
— í(0,5cos0 十 oz sin) dm 
和 便 可 得 到 目 然 积分 方程 
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ns | Snes 267 &' (03 
| urha 76 
ee | - 2 
g (9) ul gy. quen 46. oni. 

Roe 2x(a + sn 


ul, 8) 
s Pi M 

2) BS E X 

直角 坐标 分 解 下 的 单位 圆 外 平面 弹性 问题 的 自然 积分 方程 
(52) 也 可 利用 坐标 变换 公式 由 极 坐 标 分 解 下 的 相应 结果 《49) 得 
到 ， 

zi Q9 9X ROAR, WAS E AR BUSZS $5 

ab 25^ v 
Oe 8'(8) 
2z(a 十 2: «tb 


(52) 


p. | _ i 


& (0) 2b 8’(8) ee) — 
y 2x(a + b)sin? 
“CR, 6) 
p e o5) 


直角 坐标 分 解 下 的 圆 外 区 域 的 Poisson 积分 公式 仍 为 (46》 
式 , 只 是 其 中 的 Pa, Pre Po 及 Po MAGDA G 

我 们 同样 可 以 利用 坐标 变换 公式 由 直角 坐标 分 解 下 的 结果 得 
到 极 坐 标 分 解 下 的 结果 ， 
$4.4 几 个 简单 例子 

仍 可 举 一 些 简单 例子 来 验证 上 述 典 型 域 上 的 平面 弹性 司 题 的 
自然 积分 方程 及 Poison 积分 公式 。 通 过 直接 计算 , 容易 得 到 如 
下 一 些 关 于 极 坐 标 分 解 下 的 贺 域 上 的 平面 弹性 自然 积分 核 上 Po- 
isson 积分 核 的 着 积 计算 结果。 
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ay 


1. Q 2921626 RABIN RR (0 « ”二 R), 
K,k1-—2(a — $), Kel — 0, 

2b(a — b) 

(a + DE 

2b(a — b) 

(a 十 b)R 


) in, 


K,, * sinf = Kg % sind 一 


K,, * cos? = Kea * cos? 一 cos, 


Ko*l Kg, *1 一 0， 

2b(a — b, 

(a DE 
2b(a — b). 
(a+ 6)R 


Kok sind — — Kg, * sin? 一 


Ko cas 日 一 —Ko,* cos? = 一 


其 中 K,, Ko, Ko, Kao 由 《42) 给 出 . 


r 
EIE at 


P 来 sin 8 =s (3a (3a — b) R? X Qb — a)r’ sinô, 
2(a + bR? 


P, cos? = Ee DR ai AL Haas) Le cos, 
2(a + 6)R? 
Paxil = 0, 
, — 36)(R?— r’) 
P; Box (a - 0, 
dun Kat bjk 6 


3b 一 a)(R?— r’) . 
Pak G = (36 — a) Rè — r’). 0, 
icu 2(a + 5) R? E 


Pal =Ù, 


Pk sin 一 Ga € aR 


2(a + b)R? 


— 2 — 2 
P g% cos? 一 (è — 30)(R T 2. sin @ 


2(a + b)R* 


s 
Pook l= 一， 
T R 


Pee sind = Ab DR + Ga = br an, 
2(a + &)R? 
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= (36 — a)R! + Ge — br 
TE: cos? 2(a FT b) R? 
其 中 Pins Pies P ors Py 由 (43) 给 出 ，。 
2. 日 为 半径 为 有 RR 的 加 外 区 域 Cr > R), 


K,*l— Kyo kl = = 


cosG, 


Kp% sin 9 = Kop sin = sind, 


K,, * cos? = Kpg% cos@ = x cos, 
K.pk1 ~ Kax] 一 0， 

Kp sind — —K,, sind — ri cost, 
Ks cos9 = — Ko. cos = E sin 8, 


其 中 | Kies Ke, Kgs 由 (50) 给 出 。 
Pp,*l— Paxil È, 
E 


2 
P. sind = Pax sinj = * 


P: cos? = Pa, cos? = 


P 水 1 Poki = 0, 


/ DR 


P, o% sind = — P a X sind = — cosD, 


r 
r? — R? 


ir? 


Pgs* cos? = — Pa X cos = sind, 


其 中 Pay Pros Pars Poo 由 (51) 给 出 ， 
例 1 8 为 半径 为 R 的 加 内 区 域 OS r < R), (a, n) 为 平 
面 阐 性 启 题 存 设 学 标 分 解 下 的 解 , 已 知 其 边 值 
2) = a + acos? + a;sinO, 
uo(R,0) — f, + &cosd + B, sin, 
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SU Ea ee 


e ^à(g— 2b(a — b) a cos 
g, (8) nt nar + 6)R {Ca + Pi) G 


+ Ca, = §,)sin 6}, 

_ 25a — b) 

g5(8) (a + b)R 

又 由 Poisson 积分 公式 人 《437 可 得 


0 
Ere WILCT 2(a + bR 


(CB, — a) cos? + Ce, 十 82 sin8), 


> Cex. cosh + a, sin 8) 


(35 — — JR 一 P) sin? — Pcos 
AMD (By sin — facos0), 
pee — b) CR! — r?) 
ug(r , 8) = B. at 2(a 十 b) R? 


* (mcos 一 m sind) 


— 2 — 
+ (36 — a)R* Pom ay EE Aa - (Bi cosO + B,sin 9), 


A AB UEXX RBS HAY EE. BERE (w,， we) 根据 
定义 竺 到 的 边界 应 力 Engo) 也 与 刚才 由 自然 积分 方程 得 到 的 结 
果 完 全 一 致 。 
例 2. Q 2 31529 RV RRM (nr > R)，(w, ,we) 为 平面 弹 
性 问题 在 极 坐 标 分 解 下 的 解 ,已 知 其 边 值 
u(R,9) = im + acos + a, sind, 
ae — f, + ficos + p sin, 
f E ELA ER 2; f£ 0) (S 


z (6) = = fade Cae ese Fae an i: 


26 
gi CO) zs R [gy + CB 一 m) cos + (a + Pa) sinf}, 
又 由 Poisson 积分 公式 (51) 可 得 


"ails 


p + RU 
2r! 


u(r, 8) aud d ak (a, sin 8 ++ o, cos Ó) 
r 


+ a (8,sinO — 8,cos0), 
r'— R? 
u(r ,0) = 8, — + aes (ecos — a, sin 9) 

十 rate (gi cos + 8, sin 8). 
T AER EERE, Hi RE E EIS 
FRA 《8,,8e》 也 与 刚才 由 自然 积分 方程 得 到 的 结果 完全 相同 。 

例 3. O 为 单位 贺 外 部 区 上 戌 《r > 1), 
l 


WY sb a 
r 25 
1 1 1 
w(r,0) = 7 PF cosG 一 T3 cos 20 
26 SE TEE SRM: [AL ZE ÉL P8 Aes a EF ESAE , UL x i 
uL, Oy cd Ü F sin 20, 


1 
u(1,0) = > + cos? — —-cos20, 


2 
其 边界 应 力 为 
"m 一 —2b( sin 80 — sin 28), 
£,(8) = 26( cos@ 一 cos20), 
易 验 证 它们 满足 自然 积分 方程 (52): 


2ab 2b? x 
KC 一 一 一- B'(8 
8) até e) a+b (6) 
ul, 8) 2b 六 (9) 2ab 
Er a Fa KO) 


— sin 9 + z stn 23 
* 
: e 8 
2 + cos? — Y «es 
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H 


-20b 《一 sin + sia 26) 十 一 w — sin Ó + sin 28) 


atb 
2% 
PE (— cos 十 cos26) TIER = (cos — cos 20) 
Lp sin + sin E us | 
2b(cosÓ -一 cos20) g (0) 1' 


其 中 


K(8) e — —À 
4xsinz 9. 
2 


这 里 只 需要 注意 到 
K(8):k1l-—0, 
K(8):k sin RG = ksin £8, 
KÆ) 水 coskO 一 大 cosK&D， 
RNAS. 


和 l,l 


$5. 自然 积分 算 子 及 其 逆 算 子 


由 平面 弹性 问题 的 解 的 性 质 (例如 参见 文献 [58] )， 我 们 知 边 
界 位 移 d. 与 以 其 为 位 移 边 界 条 件 的 平面 弹性 问题 的 解 立 间 的 关 
KEZA Hi(r)eH'COY AHRR WARRE E 与 以 其 为 载 
荷 边界 条 件 的 平面 弹性 问题 的 解 2 间 的 关联 是 空间 UH 3QDY 
SH (OFA 间 的 同 构 , 其 中 


[H-a(r)*), = E way || a -ds = 0, WE a}, 


R 为 无 应 变 状 态 下 解 阴 数 全 体 。 于 是 自然 积分 算 子 H:i >E 
EE Hi(TY/S£(T)e[H CT] 间 的 同 构 算 子 , 其 中 AW)= 
Y, 即 疲 中 元 素 在 了 上 的 迹 的 全 体 。.2 产生 光滑 性 降 阶 ,是 1 
阶 拟 微 分 算 子 、 下 面 将 由 上 节 导 出 的 典型 域 上 的 平面 弹性 自然 积 
分 算 子 的 具体 表达 式 出 发 直接 研究 其 性 质 ， 并 写 出 这 些 自然 积分 
方程 的 反 注 公式 。 
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$5.1. 上 半 平 面 自然 积分 算 子 
已 知 上 半 和 平面 的 平面 弹性 自然 积分 算 子 为 


2ab 2p! 
266 W gy 
or (a + b)ax! ath ee 
2|) 2ab 
2:34 ~ (ac bx 


采用 第 二 章 第 6 节 用 过 的 记号 D 一 一 i 地-， 并 利用 那里 的 结 


1 
—— S |D|, 
Ex 


我 们 得 到 ， 
= BE m = ; 
a a 
ees 2b —— 2ab : (2a 
a! a+ EIA 


其 中 也 为 MRSA, DI HAMWROAT. ABBA 
RDA OC 的 如 下 性 质 ， 


1) 3 为 | ， | [iria gs ID| 及 了 的 映射 性 质 立 即 


得 到 5€. LH3Q)Y > LHE. 
2》 百 于 zz 一 1 十 2p>08 一 上 >0o 一 一 1 十 650， 
Hermite HRIBE 


2ab _. 26' 


rarer se pu 
. 28 2ab 
FEN "Pup 
正定 ,其 行列 式 
2eb 2B 
全 | — 3 
a+b a+b — FG —5) ng 
2b 2ab G+ digo 
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MAM Em HR. 十 是 oO AE 
F. 

3) 由 于 1D1 为 拟 局 部 算 子 , D 为 局 部 算 子 , 故 OF 为 拟 局 
部 算 子 。 这 就 是 说 , 2, 的 不 光滑 性 对 的 影响 是 局 部 的 。 

4) 26 ORTH 


(b 
1 — 
D 


i |D| (55) 


oe | 
ECET .5 

-ip IBI 
其 中 
=à- + njal \x, 工 一 二 i(signz) , 

d D 2 

i, £0, 
signs 一 0, x e, 

—1, r< 0, 


从 而 上 半 平 面 平 面 弹性 自然 积分 方程 (35) 的 反 演 公式 为 


a b . 
一 -一 lnlzl — -~ signe 
ne 0) i x 20 
ux, 0) 2b(a — b) b : 


> signs 一 £. In | xf 
gi(x) 
- 56 
* Do | ee 
由 于 广义 通 数 NE 及 霹 均 包含 了 一 个 5(#) 的 任 党 倍 ， 政 


其 Fourier 逆 变 摘 均 包含 了 一 个 任意 常数 ,于 是 KH" 的 表达 式 
中 inix| X signx ‘ul PINAL. 也 平面 弹性 问题 的 载 
43122 SEE a AS OER , BU 


Cx, — c gids =a Q, i= l, 2, 
r 


其 中 C 为 任意 常数 。 因 此 97 作为 (AY), ERT EM 
定 的 ,在 (56) 式 中 深 加 任 意 常 数 也 是 不 必要 的 。 
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$5.2. 图 内 区 域 自然 积分 算 子 


1. 极 举 标 分 解 下 的 自然 积分 算 子 
考察 单位 回 内 平面 弹性 自然 积分 方程 (141)。 令 


Kao! 


*, Ham log tk, 
4esin? -一 on 2 
2 


则 由 (41) 式 定义 的 自然 积分 算 子 为 


i 2 
m es pm Gp 
EP g g æa 
2ab 2)! 8 
ab a+b 00 
228b pa D. 
b b 00 
a 十 a+ (57) 
2ab 2b? PO 
TDI 24202 7)" 


由 第 二 章 第 6 ipu An, Kid DON (01) 为 1 阶 所 微分 算 子 . 
x Wi Keyes. SF Won T Rs 


4X A) BRET H 为 零 阶 线性 拟 微分 算 子 ， 瑟 :下 CT) 一 
HO), 和 且 为 AT) >A) 上 的 同 构 ,其 中 ;为 实数 ， 


Ar) 一 {i € eat fd = ol. 
&. 若 fijate, iil 
fll? = 22 9 Cm + 1) lal? « oo, 
又 由 于 


i 8 f 1 - ad 
H = — cg —* = j- sigun)e 来 
p | 2 Gun i 


a | i 
Iuli — 22 D) et + | T Gignme, 


= 20 >) (a + lal ll < oo. 
Bs 


加 之 is HfdÓ — b, 故 Hj € T), 


反之 , 若 8 一 Dbe" ERT), 6-0, WHE 
j= Sii s)b,e79, WE Hf =g, H 
Ii = 9 Ge + D'liGiga #8, 
一 3 (# + 118.1? < lel < oo, 
E 
又 | fd6 — 0, i& fe PO). BR BEM, 因 荐 有 
h= >> heih € HAY) ii HA = 0, 则 > 4 (sign n)A,e'"? = 


0， 从 而 b= A. (Bib [MO — 0, 故 b— 0, FEN H HP » 


(Fr) > ANT) 上 的 同 构 , 且 
(a1, < iF, YEE H'(T), 
lf. SUAS, Vf emn». 


证 毕 ， 
JO i 
显然 pot K. 
由 命题 4.1 即 得 如 下 


命题 42 单位 图 内 平面 弹 性 自然 积分 算 子 9€ 为 | a 
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PMSF, S€.HU:(Dy— HY, RH s OLR, 
为 了 求 得 HK 的 逆 算 子 ,对 自然 积分 方程 (41) 取 Fourier 级 
数 展开 的 系数 。 当 ok 290 时 得 


kg(6)] = (ZEER 一 


/ 2ab signk 
a+b i trj) aD (1,8)], 


sune UEM, p Ei) F s (1 6) 


Ai) fare 


2ab 
+ (zslt! — SFE) F atu. 


(58) 
当天 一 0 时 , 则 有 
[fei = 2(a — B) tu(1,0)], 
2 [eg] e- [). 
而 当 太一 1 时 ,(58) 化 为 
CRONE “ihe —#) LF [1,01 + iF [9(1,0)1); 


F [e(0)] = — i ma- PF | #,(1,0)] 


十 Lud. 
E kml 时 ,《58) 化 为 
Fg (0)] = POD F (0,9) 
a+b 
— iF [wll, 9)]}, 
F lO] PTD Gor 0,8] 
— iF ,[u(1,0)]]. 
WEITJZLHERUN OR 3E E 4 A 
多 4g(0)1720, F [g0)) — i [gl0)] ~0, 
多 [260)] +i¥ alg] - 0, 
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‘BBD 
L ge(0)d0 = 0, 


|. Le (8) cos? — go(8) sin 8140 — 0, (59) 
N [8g (9) sin 十 ga(0) cos@ l]a = D. 


这 正 是 平面 弹性 问题 载荷 边 值 所 应 满足 的 相 容 性 条 件 (23)， 于 是 


| MN T 
Fiul, 0) = I s F Le. 
多 [ye(1;9)] 为 任意 实数 ， 


F .8 1 radi: ES 0 > 
Us (1. 01 + iF LUC, 0)] = SE F eO 


b 
F .[91,8)) — iF Du (1,6)] = pg — p aL 21. 
X3 be, +l MM 
F dw, 8)]— 


a= EL {Calk 
— b) I g(98)] — iCasignk — bk) F [#80(0)1}, 


M 1 T 
S uel, 9)] a-bH -—D UCasignk 


— DRF Eg CO] + alki 一 全 :多 Eg, (O1). 


4 
ajk] 一 5 | 
HO- M EGEY 
(deo, di 
ignk — b 
A) = M Cc BUT Cs 
meer 


(S48. | AA SEE TET E PE E E 4-33 EECAL RAIL OR 
p 2] 
uel 3 9) 
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P ; 


fe ee ee D (. jat ?) cos  —H,(8) | 
Hy(8) HO) 
sin 0 
£,(9) 1 
一 ug(1, @), 60) 
W 2 ; + cosi diis i ) 


其 中 H0) 及 HAO) 还 可 进一步 写作 


I 
i ) AE (a "S b) a cos n 


én 2. 
2 


a +b 
+ (r —8)sin8 —- 一 (cos8 + at, 


1 ‘ 
He) = Lx 0 
af ) mn (a —b a sin Oln 


2 sin 2| 
2 
+6 
+ 56{x —@)cosé — - sin}, 
反 演 公式 (60) 右 端的 附加 项 为 
A sin @ &u9(1,9) 一 LN cos&us (1,0)d8 | sin à 
x no 
一 |i" singve(1,6)48| cos8, 
x Jo 
H -+ cos ) eH, 8) = i u5(1,0)40 
x\2 "PE 
4- EN cos Og (1,6)40| cos@ 
x 
is Be sin 6.1, 6)46| sin 0, 
wit 
其 中 共 含 三 个 任意 常数 ; 
s —1\" sin Ou,(1,0)d0, C= Lf cos Ou,(1, 0)d0, 
zc 9 E $9 
Crm À [D 19618048, 
2 st 3 
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A 
md ,8) = C,cos0 + C,sin8O, 
44(1,0) = —C,sinO + C,cosÓ + C, 


prise = C, — C,sin6, 
mil, = C, + Cicos, 
ASR Ci Co C3 分 别 相 应 于 * 方向 的 平移 、? 方向 的 平移 及 
旋转 ， 这 与 原平 洱 弹 ' Ee La aero 性 位 移 是 
完全 一 致 的 ， 

2. 直角 坐标 分 解 下 的 目 然 积分 算 子 

今 考 察 直 角 举 标 分 解 下 的 单位 贺 内 平面 弹性 自然 积分 方程 
(44), JE 4h 为 《447 式 中 的 两 个 附加 项 ， 显 然 ， 由 于 积分 核 
cos@cos®, cosÜ sin O , sin @cos?,sin@sin® IMT CCU x P), 
4 为 光滑 算 子 。 于 是 命题 4.2 对 由 (44) 所 定义 的 自然 积分 算 子 


lab K 22 ð 

+ 6 + b 06 
Hal" : + A 

2b)! 8 ab 


ah alb 


为 求 得 自然 积分 方程 (44) 的 反 演 公 式 , 取 其 Fourier 级 数 展 
FAIA, SAA xl 可 得 


多 ,fgi(9)] 一 VLL [#,(1,6)] 


25! 
a (ul, 93] 


(61) 
F LC ] = 28" GRE De (1,0)] 
a+? 


2ab 
+ PRAE n,9)1, 
对 太一 1 及 《一 一 1 则 有 
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| Ste] 7 Fn, 61 + e gr nkl ,0)] 
| À 


+: 


—b 
35 P [.(1,6)] = 一 一 F [#1 ,0)], 


F ag) — 2 EE g 


SF ps, 1 + OF aba .9)] 


,9)] us TEF cds 8)], 
ATAC 一 um F fu ,6)] 


zd + 5 
= i F lal] + — 4 [oa(1;9)] 


a—b 


ii x a [e1,8)1, 
F inl] 一 am "s [5 0,0)] 
十 —— F am, 0)] dcus S Iu0,0)] 


b 
| TT F an(1,0). 


X — F [401,09] + F mo, O], 
Y =; F SO, Dl- F apa, 951), 
U = F lekl, l+ M 01,9)], 
V = i{ F ml, 9)] 一 多 aC, 0)1}, 
可 将 上 述 方程 组 化 为 较 简 单 的 形式 
aX + (a — 25)V — A [Ig(0) € A fel, 
bY + bU = if [C091 F a [0CB)1], (62) 
bY + bU — F ig) + F ug). 
(a — 26)X + aV = i( F [2.06)] — F _[e(9)]}, 
显然 (62) 有 解 的 充 要 条 件 为 
322 * 


& e(80»1 LX ale(86)1 = iG UC] — F aial, 
ÆR k= 0 了 时 由 (61) 得 出 的 


多 [gt(9)] -= F [g8] 一 0， 
E EAA SEE ret 908 H 28 — A T RE 


|. «(49 —0, 


(7 e (940 — 0, (63) 


. [2:(8) cos? — g,(0) sin 2]40 = 0, 


取 Com} U DERRER 由 (62) 可 解 得 


x= aes (eL iC CD + F alel) 


izi (a = 2b)iL A. Cel) mE F (gx(0))1}, 
Y 一 2 LF gD + F Lei (93) — 20 Cs, 


fei 多 CeO — F alle 
a— b) 
— (a — DLF QC) + F (021). 
Jr e ih EAA (63 ) 的 情况 下 ， 
S quil, 0)] —2«€;, 
F qut, 09] — 2xC€;, 
Cis C3 为 任意 实 常数 ， 


F lall, 01 — io i oF Le 


^a ag (001 — :(5a 一 65)-7 p] 
= (s ar alz (1) + iz Co, 


F aq :o,9)]- c en — ie [gC0)] 


十 3 多 „lgl ae — 26)F (| 8:0)1 
+ i(5a 一 6b) F algO»10) — in Cos 
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Su, D1 = ae y fie c 9G, XO 


+ 多 igh + aC [e(O] 
— F a + wa; 


& _[#(1,0}] = — m = —— fila 一 26)(F (021 


+ F _[e(8)]) + e(F [ga(6)] 
— F abgeOpo09Bg + «Cy, 


F asl, 0)] 一 DEDE F keko)] 
+ 这 O1), 


1 b 
$e. 1 gii FeO 


+ — F eO, 
jp Z uem (Kv 0, £1), 
于 是 利用 求 和 公式 

S P 0 —te 6, 

之 ram. ! tn |2sin É | :9S 

AO. S 
及 

KE uo cl qg.. v) - l. ana, 

c: 7 2ar x 

heed. 1 
便 得 自然 积分 方程 (44) 的 反 演 公式 

OE Re | 1 0 á Y 
1, (1,0) TG In |2 sin | + co 2 xg (8) 


| 


ü 2x 

PETENS MCN ENS 8 g 8d6 
Mesue on 
a os 


EE n T5 cos n £:(8) sin 248 
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十 1 sin 9 n gi( 9) cos 840 
zb “0 
1 2s 
一 二 sin6 f cos 0u,(1 , 6)d8 
1 za 
+ | ul, 8)40, 
i 
j : (64) 
4 (1,8) = Goh (2sin 8 + 8 — «)*z,(8) 


(In [zsa 2. 4 cos) * g; (8) 


U $xb(a b) 


g = 


26 s Tw 
Te sin 0 f £,(0) cos 048 


a : ta i 
十 一 一 一 一 一 8 8 048 
ET by sin j g.(@) sin 


] x 
T g eos? | #1, 8) cos 840 


"c 
十 on f ul, 8540, 
其 中 包含 的 三 个 常数 
ub pt m d 
c T | (0,8, c, 1 i wl, 846 


及 
C, - d N w,(1, 8) cosOd0 
恰好 表明 
(T) = ((C, 一 CosingCy + C,cos0) | Co,C,,C,€ R} 
EE d o— 0 时 自然 积分 方程 (44) 的 解 的 全 体 , 这 也 恰好 反映 了 名 
内 平面 弹 竹 第 二 边 值 问题 的 解 可 以 差 一 个 任意 刚性 位 移 。 


$5.3 圆 外 区 域 自然 积分 算 子 


1. 极 坐 标 分 解 下 的 自然 积分 算 子 
XT 88r OE Ste ARDEA), .自然 积分 生子 为 


e325 * 


eb o dc e. 
EN até z (a + b) 
2ab 227^ 8 
ats” a.a b808 
2 
a6 7, 4, 26 8 
a +b a + 6 98 


2ab E 2b? ab 
ab t axbtz(ad5)" 


SALTY HAT 同样 是 $ | MUSAT. ER 


7 + 25! i ab 


. (65) 


WAH £ 满足 柜 容 性 条 件 


2x 
| [8,(0) cos0 — go( 8) sin 8140 = 0, 


x (66) 
f [g,(0) sin 8 + gal) cos8jd = 0, 
则 用 与 前 面相 同 的 方法 可 求 得 (49) 的 反 演 公式 
[el 9)] [BD + =) cos8 —H,(8) 
ul, 8) 
H;(90) H((8) 
g, C0) 1 r sin 8 
Wed + = E * wal 19), on 


其 中 


H,(0) 一 1-2ocesein| sin 2| 


1 
4Axb(a — b) 
— b( x — 8)sin 8 + x (56 — a) cos], 


l " I s 日 
He) = CELA Aln ! 2| 
of ) rere P 28 sin Oln pos ; 


duc ey ue X iesu sine), 


申 (67) 可 见 ,自然 积分 方程 (49) 的 解 仅 含 二 个 任意 常数 ,它们 分 别 
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粗 应 于 * 她 方向 及 3 轴 方 向 的 刚性 平移 、 AACA RRS, 
边界 上 的 旋转 不 是 无 应 力 状 态 。 ' 
2. 直角 坐标 分 解 下 的 自然 积分 算 子 
对 于 直角 华 标 分 解 下 的 单位 贺 外 平面 弹性 自然 积分 方程 (52》 
则 有 | 
deb y 2 8 
re are ee a (68) 
26 0 2ab © 
a + b 06 a+b 


HHY HCY p|, | mame. sms 


水分 解 下 的 算 子 (65) 相 比 ，(68) 有 更 简单 的 形式 。 设 载荷 边 值 d 
yk UB HERE 


|" (040 = 0, 
ix (69) 
| | g£(8)418 一 0, 
利用 Fourier PRORA DH., BHO DA ES C2 ORARAA 
Fo， À B — 2«b(a — b) 
ul, 8) 


in [2 sin 2| 
2 


meaty n 


EE ERE : 

4n (a m b) (6 ) T * [tes 
8 8| gi) 
2 


= ablam 


ti * a. ob * 


Kame atemawtk C 一 Lua, ede 及 


2 


2 sin 


is 
Cam -+ |" «0,99, 8 
mw dd 


"1327 > 


RCT) = {(C1,€,)1C1, C, € R} 
EE d — 0 时 自然 积分 方程 (52) 的 解 的 全 体 。 


$6. 自然 积分 方程 的 直接 研究 


利用 Fourier 变换 或 Fourier 级 数 方法 , 记 可 不 借助 于 关于 
平面 弹性 问题 的 微分 方程 形式 及 上 其 变 分 问题 的 流 有 成 果 ， 而 直接 
研究 典型 域 上 平面 弹性 自然 积分 方程 及 其 变 分 问题 。 


$61 上 半 平 面 自然 积分 方程 


已 知 上 半 平 面 平面 弹 柱 自然 积分 方程 由 (35) 给 出 ， 可 直接 得 
如 下 结果 ， 

$2843 ”由 上 半 平 面 平面 弹性 自然 积分 算 子 A 导出 的 双 
Sept DG,A) 为 HÍ(TY 上 的 对 称 正 定 、 连 续 双 线性 型 。 

ik. 4 了 表示 函数 f 的 Fourier 变换 , 则 


DG, 70 — | A * Aide m | (s Bw) 
-a p; 4 一 过 


2ab 26° 
-一 -一 | | aT = 
& +b até E 了 
2 2ab fy j 


ato 5 qui 
容易 由 右 端的 Hermite 对 称 性 及 左 端 为 实 值得 到 D, i) = 
D(is, à). jg 加 一 而 可 得 


.2ab E M 
Vp ex 


Bn. 2ab 

iF grall 

^" P(^ f 206 | 

. ME -a zr EA |&| [gj (5) |? 

i & GigE iin CE) — (ECE) 
até 


* 338 * 


žab z> z 
十 ^ pi CDI lag 


1 f" f 2ab " .b 
-十 | QE —i4 


2x l-e 


* (sign£)ga (E) |? + eH L5] 


。 (Zal) a 2 Ù, 


等 号 当 且 仅 当 
1 上 za 一 0， 
HIYOL: i? (sign E)An(E) |? = 0, 
也 即 
= Cj(2), 
GE) "X CCE), 
即 
olx) = Ci, ualr) 一 C, 
时 成 立 , 其 中 C. C. 为 两 个 任意 实 常数 ,它们 分 别 相应 于 > HH 
向 及 » POT ROME RB. AF (CS CO) e HSCTYCLXTY, 必 
有 Ci, 一 C; 一 0， 于 是 得 到 双 线 性 型 Dd) 在 HIY 的 对 
称 正定 性 。 此 外 ,连续 性 也 容易 得 到 


Io. 201 |. A aiia aul 


十 sll {ool + | to!) lal) 


4 65-6 him! lal} dt 
1 P E: Sour MR 

< 一 - -m (£F + | a 
22 J-ola + b S ) ul 


+ del >3C awl? + ENDE 
+ (Q + Cial? + fen! 4C Seal? 


» 323 * 


+ Hos] Jae 
E = | CE 十 3C]? + Fal Cl? 


+ |o] D dE < 251a "y lla y. 
证 毕 。 
$6.2 圆 内 区 域 自然 积分 方程 
对 圆 内 区 域 平面 弹性 自然 积分 方程 (42) 或 (45)， 除 了 可 得 冯 
福 应 舱 双 线性 型 的 对 称 正 定 连 涩 性 外 ， 还 可 直接 得 到 该 双 线 性 型 
的 -椭圆 性 、 祖 应 的 变 分 问题 的 解 的 存在 唯一 性 , 解 对 给 定 边 值 
的 连续 依赖 性 及 正则 性 等 结 采 ， 
L 极 坐 标 分 解 下 的 自然 积分 方程 
引 理 46 ”由 通过 (42) AE RBI BARRY 
面 弹性 自然 积分 算 子 OC 导出 的 双 线 性 型 DON. &) 为 商 空间 
H*(TyY/4Z(T) 上 的 对 称 正 是 、V- 椭 图 ,连续 双 线 性 型 ,其 中 
(T) = 1(C,cos0 + C,sin80, —C,sin8 
-+ C,cos@ + C ICi Ca CERY, 


证 ， 设 
tn 一 b gem, ds Bes 
四 
Hoy "7 = Det. b. = Des 
LJ 
fuc 2 c e, Cos T Cus 
a 
P 99 -— > dg et. d_a — ds 
Eu 


DG, 5 ) -— | 2, : A udi =» R E = OX hdd 
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uH 2x Se, d.) 


pe 
Zab 28° . 2ab 2b ， 
—- signs) — i 
epp a+b "ob di p (sig 7 23 
_2ab ,. 25 2a6 26? 
is igne) ti un zn a+b 


X 网 十 4n(a — b)ayes, 
BANH Hermite 对 称 性 立即 可 得 左 端的 对 称 性 ， 取 a d 
使 有 

DG, B) 一 2x >) 2; 位 中 二 分。 


wed 


pr m =A 5, | i P pbl — 6 (a eb o = ber Dis. i 


T årla — b)aizmo, 
这 是 因为 a 一 4 二 2p 之 0, bm prod, a bmi >d, 
且 上 和 式 之 等 号 当 且 仅 当 
(a|n] ~ ba, + iCasignn — bn)b, = 0, n s 0, 
(n? — 1)|5, | — 0, 20, 
e, 7-0 i 
时 成 立 ,此 时 应 有 
a, = be 70, 5055 0, +1, 
a, + ih 0, a, — ib. ,— 0, a, — 0, 
从 而 者 取 bo b, 为 任意 , 则 有 
un = 2im(b,e) — b" cosÓ + b sind, 
uo, — b, + 2Re(b,e?) = b, + E cos — b” sin G, 
其 中 ob, b, b YDSIGEE3ORAEE. TEE An &) HHS 
| H*(TY/SE(U) LRSM. 容易 看 出 , 当 
(Ky tag) = (b” cos? + b sinô, —d” ain 6 
+ bcos? + bE ACT) 


a 331 + 


时 ， (155 M29) 一 (人 一 b sin 0,5 + b,cos8), RI 5, AUR ES d 
bg” 及 & SARA x BOSE Y 轴 方 向 的 刚性 平移 。 
又 由 于 


DO, à) 一 | Avo Rd: R n itp KH dB 
!d 


np. S 3 lc lal — io 


aX. a 
2 
ve 
2 
* (5,2, ~a nba) «(2 C LA In| E 2 ep] 
+b & 45 
+a ; b) 2m |e, + ib dl? + 42 (a — 5) | al 
2 ln 2, i (a — b) Cla] — 1) 
a-. d] 


* Cla P pop] + FC Dig pip 


+ 4x(a— bj 2 < 2b(s — b) 
adobe vay V5 (a 7 2 
Vr +1 a, + 1,15) 


fee d det oda (o Y 
a+b 


_+ 
以 及 


IET EM tec 一 inf [2, — all Avery? 
gt AC} 


— inf lm (—iC;e? + iC,e7,C, + Ce? 


Crt :CEC 


C7) ine; 


«X V eT Cag + IB) inf 
— "el 
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2x {2 J 2 (a, -F iC, lhm €) + eal? 
+ Ia — Cel? 


mae SFI leg? + [bel 
ated, +1 


+ 2x wa la, + tb, |? + ai}, 


便 可 得 
PDC, à, - 2-39 |, = sri 
in 8) > rn EE 
- Cla, |? + be |?) + 22 Q2 da, + ihl? + 21 
= 2066 = NY ngs (71) 
Jf 5 Ka + b) 


此 部 DCH, 34) 的 V -Hi IPE, 
D(,5) 的 连续 性 也 易 证 。 由 


DCist) 一 2x { > (24 Inf 一 SEA 


+b a b 


+k 
(2 25 ) x 
$i- signs 一 -一 ~ 一 - dud, 
a 十 +6 
2ab 2b 
2j bd, 
ae raed t) 4. 


4 uon [Ca; 十 ib) C. — id) 
+ (a, — 1b) Ce, + idi) 
+ 2 — barca 
可 得 
+3336 


[Dad) < 2x { D fn - n 


ako, +1 


e Casi lee] + lbn! ide) + ^" 


26 
Slt [Cleat leat + PUDE 


+ o -D la, + ible, + idi) + 2(a 一 oocd 


& 2a iS 26max( jal —1,2 T= (ni 十 b) 


{mised 


e Clas]? + [DC He, |? + 14,124 
十 > Me — 4 Cn -- Cae, FA [5 


IE TES 


e (leal? + {d,à 


+ e lar + ibil lei idl + 20 — Dae) 
a 


«ini (x Rec 2) s5 { Seti 
NR 


* Ca E + bl) et (4.1)? +f 2 ja, 
十 ibi | | e, 十 íd,l 十 arcat 


< max (24/106, 2¢a m 5) 


"ény rac halartar. (72) 
urs. 
由 此 引 理 即 得 如 下 定理 
定理 4.4 AMAR FEN (YH REARS), 
划 相 应 于 圆 内 区 域 平面 弹性 自然 积分 方程 (12) 的 变 分 问题 
4 € HITY, E 55 
DG, 9) 一 FO), Và, € HiTY 
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在 商 空间 HITA) 中 存在 唯一 解 ,其 中 
F(&) 一 | @ yds, 


(T) 由 引 理 4.6 AM, HM 加 连续 依赖 于 给 定 载荷 E. 
证 . 由 于 2 满足 相 容 性 条 件 , 可 在 商 空间 HITY A) 中 
考察 变 分 问题 , 即 考 察 变 分 问题 
OR d4€cHS(QTY[Zg(r), 使 得 
DCi, &) 一 F), vo €E HECT YRC). 
它 等 价 于 原 变 分 问题 (73). 于 是 利用 引 理 4.6 及 Lax-Milgram 
定理 , 便 得 到 变 分 问题 (73) 在 HYRA) 中 存在 唯一 解 s, 
再 由 双 线 性 型 DC) 的 六- 祥 圆 性 可 得 
abe — BD [lio €. DG. A) mm FCR) 
/ 5 (a+b) 9 


- Bear R | SR 
<T. I 


= inf 3l E * (À, — 2,)40 x R|g|n- qw inf 
Pye WNIT MIS D 
“a, — Phrao = RUF arl Rol try 
WE BARRY A SE 33 a XE E HP E: 
5 (a + b)R 
HB llata) < E ims (74) 
我 们 也 可 直接 得 到 如 下 正则 性 结果 ， 
定理 4.5 Bt, 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 FCAT) 为 载荷 
边 什 的 贺 内 区 域 平面 弹性 自然 积分 方程 (42) 的 解 ,其 中 ;之 一 二 


为 实数 , 则 d eH*U(ry, B 

| StatDR _ 

| ant atero S CU OR 18 hata (75) 
i. yix 


a 
iab 
tn t aor" s oa T Sy, 
-a : 
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ko m 5 b, e199, LN -— Bas 
如 由 自然 积分 方程 (42) 可 得 


26 
até 


; Cafn] — bja, + i —— 


a 


* (asignn 一 n iB 十 X e 


a ip 
1 [« . 26 
gm ll |-i 
R 之 até 


(asignn — bn)a, 


Fi 


2b 2b 
+ z4 Cala — b)b, Jer + 一 一 -一 bh 


acto 
于 是 
Ils rte ar; = mt „lo — Pollitt 
E d” — HN + iC, 


Cot Cre” + Cem easy 


一 2x Gr 十 "Clas 12,17) + inf c 
> 22 277€] a, + iC, l? + 15, — C,12) 
+ ai + (b, — C,)?} 

一 ?rz { D G+ 1 Coup? + 151) 


s&t] 


+ 2a, 十 id |? + à}, 


llir — *—- ie | » (n + 1) {| 


4 好 0 +1 


alz| — Da, 


4 i 


ad b 
_; 2b : 
| Pura (asigna 一 bn)a, 
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+ -b Cajal ~ e|] 


deat in (a — Ste + ib? + (s ~— bya} 


-所 | > (5) (Gr? + 1 LOC] n] — bY 


emg, f| 
+ (a — b|n]y — 2|a — &InilCain| — &)XCla,i' 
+ 465,12 + 21a — 6|n| [Cain] — 5) la, + iagd, 1?) 


; “2 
4 2 (a "ES Y ja, + ib, |? 十 4(a — bai), 
a 


其 中 a, sign(e — b|n|), PERF 
2|a — bini ICa|ni — bia, + irab, SO, 
(ajn) — 6)? + (a — Pini)! — lja — binil(aln| — P) 
= (a '(|ln| — IY, | ac bini, 
(a|n| — bY + (a — bin]! — 21a — bInliCain| — b) 
> (a — bY (fai — IY, asbal], 


可 得 
later> SPORE [$e 
Ae x! 
X (Inl — Olas + - in 5] 
42 rem E la, + 十 | 十 4Ka — PYa 中 
4b'(a = by = 2 s+ 2 1 
i ETT p Ire DESC EMT 
+ rela, + ib + a} 
-2 a A [1o || t art acre 
(a + LYR | 
从 而 使 有 
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5 (a 十 b) 


lla tense, acer < Ex I 了 一 人 are | 
a: <a | 
EN -iw, OSMON. | 
郑 在 证 明 中 区 分 出 In] 一 2 的 项 作 更 细致 的 分 析 , 定 理 中 不 
等 式 右 端 的 系数 述 可 改进 ,见得 


V5R 
altiera Sg mas (1, 


ya Yom 
"E 
其 中 系数 一 元 - 是 可 以 达到 的 ， 
i, = fuam ‘—~sin20), f= = (cos 20, — sin 20) 


时 有 


3) Elias, 


5R 
lhl aoa 一 a lllar, 

ARIE , Me P ERAF RAHA ARIDE). 

2. BMS PHA AR DDE 

引 理 4.7 由 通过 《43) 趟 定义 的 直角 坐标 分 解 下 的 图 内 区 域 
平面 弹性 自然 积分 算 子 YO 导出 的 双 线 性 型 OG, W) HBA 
间 AEC) /AT) 上 的 对 称 正定 、V- 椭 贺 、 连 续 双 线性 型 ,其 中 

ECT) — ((C, — Csin 0,C, + C,cos0)| C,,C,, C, € R), 


则 由 自然 积分 方程 (45) 可 得 
D Cias) = |. P) KH ids = R | Da © A hd 
- 7 > | 2ab | - P 
x BARS! n| (apta T 6,4,) 


até 
ati 


25 = = 
ü b nCa,d, bu M 


+i 


4ab : : 
+ 22 | 408 Relat, + bd) 


4p : a 
-+ 一 Im(bse, = «à) | 


+ 4x 0 D (Reg, — tnb,)(Ree, — Id; 
2) (Ima, Reb) hme, + Red). 
易 见 DOi) 一 DG). NR 5 —2 有 

ÂC A) 一 2x 5 (2o — 0 h| Chal? + jbl 


om a +b 
ned +i 
20 | isi : 
+| inl |o, + i(signn)a,l 
a 


十 一 . (2a(a — b) (Rea, 一 Imb, )’ 
a+b 


ck AP" (Rea, + Im&)! + 25(a + b)(Reb, 
— Ima)! + 4b(a 一 B) [ (Rea, 
+ (Im5)]] z 0, 
且 等 号 当 且 仪 当 
an, = b, — 0, n mm 2, 3, 
E = im^, — Reġ, 一 Ima, = 0 


时 成 立 。 令 


Go mE Cs b, = Cy, Ima, -— Red, = = 
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Cj, f=, Z, 3, 为 任意 实 常 数 , 此 时 
m + Celt 一 T C? -- C, — C, — C,sin8 


1 H l 
Hy 了 Ce 十 Ej Ce "Hs 十 C: m C; + C,cos@, 


于 是 当 且 仅 当 aer) 时 OH, i) 一 0， 即 得 DG, 9) 为 
HiQpy!Z Qr) 上 对 称 正 定 双 线 竹 型 。 又 田 


lay | BAG S <= inf IEA 一 alier 
Tee ain) 


man { Ve HT Cal DID 


dedii 
+ inf [2V 2 (ia — + €,J* + |4 
Cpernc eR 2 


mor Vee Cal + gun 


wheat 


+ a 2 iat Ren + (lmġ 


+ (ima, x S ca) + (Red = J 


min { X3 VEHI Qal + it 
mv 
+ af 2 [2(Rea,)? + 2(1ImBbj)? 
十 (Reb —1ma)1], 
"e$ 了 上 -椭圆 和 性; 
DG, i) > 24 [ Sy AOD siae [del 
: i iud x 
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TT 


Ww» 


VS [5 i1] a 


+ 264 — 2) (Rea)! + mé)! 
a +b 


+ 25(Reb, — Ima,)*} - V 2 &(a — 5) 
= a+ b 


x 2a f S VEF Qad? + UL) 


mme. £1 
+ af 2 [XRea)Y 十 2(Imé,) 
+ (Reb, 一 Ima)1] 
25(a—b 
-— DAP ou ete (76) 
DG,,2,) 的 连续 性 也 容易 得 到 : 


I2, 201 Za { >) [A lauds + 62.) 


c Le 十 
SD. tt 
à å 
4- i 2b nlad, — 125! + 2aRea Rec, 
a +è E 


+ 2almé,imd, — 2bReb,Ime, 
+ 2(25 — a)Rec,imé, 


+ 2(26 — @)Realmd, — 2>Red,tma, | 
< 2x { >) 26|n|CIa, |? + 10,15 


Cle, P + 44,105 + 46[(Reay 
+ (mbH E(RecY + (Imd, Xt 
+ 2bCReb, 一 ima, (Red, — [me,) | 
& 2b * 2x | Sw +l 
np, dl 


+34, o 


- (la, + |b, D Cel + 0d, | 25d 
+ 2L (Rea) + (Imo) 1? [Ree 
+ Gma, X]? + (Reb, 一 Ima,) 


t (Red, = Ime) | 


< 25] b^asindlldollacnr iur. (77) 

证 毕 。 

由 此 引 理 使 可 得 如 下 定理 。 

定理 46 ERAH EHA Y HARRER HEG), 
则 相应 于 圆 内 区 域 平 面 阅 性 自然 积分 方程 (45) 的 变 分 问题 (73 DE 
商 空间 HCTY/ ACT) 中 存在 唯一 解 ,其 中 FO) 一 fr8 + dds, 
Zr) 由 引 理 4.7 给 出 ,日 解 连续 依赖 于 给 定 载荷 d. 

i. AT gj 满足 相 容 竹 条 件 ， 可 在 商 空间 HR(DYJZE(T) 
中 考察 变 分 问题 (73)。 于 是 利用 引 理 4.7 及 Lax-Milgram 定理 ， 
便 得 该 变 分 问题 在 H3CDY/GRD) 中 存在 唯一 解 A. H 


V 2b —b 
ve dita < D, d) 一 FQ) 


2a an 
0 SpE AIO 


&RiBla-Me ini la — Alara 
Poe RCE: 


= Rilzlle—“ta ltl aaa, 


此 即 解 对 给 定 边 值 的 连续 依赖 性 : 
1 Ae sd 
/ 2 b(a — b) 
证 毕 。 


同样 也 可 得 到 如 下 正则 性 结 采 ， 
定理 4.7 Gt, 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 EcHUDY OR 
衍 边 值 的 加 内 区 域 平面 弹性 县 然 积分 方程 (45) BE, Rs 


一 PELIS 则 eH), E 
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V5 (a b) R | 
"duca cd) R), ller. (79) 
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Wa ™ )3 b,e'*?, b_, =n b,, 
由 自然 积分 方程 (45) 可 得 
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于 是 
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+ (lma, 一 bRebY]) 
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+ PHL (Ree, Y 十 (imé,)?) 
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+ 2(Im4 Y + (Reb, —- Ima,)*] } 


. {16b (a — by E PET 
— 2 y, -—- 1 £T 1 " 
mii Ge Py : R | fi, (rX/2tr) 


V 5 (a+ BR 
Voll et Passa) S max US A , E CEDE £l ats, 
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TE HA, 
易 见 当 s — 时 ， PREC) AA TEE. 
(79) 式 中 的 系数 V c DR 是 可 以 取 到 的 ， on A d 
r 4 sm 4a — 5) 
(cos20, sin29), INHER ABD E (45) 可 得 £ RG TE 
* (cos 20, sin 20), 此 时 


IDA EIN: ram "" J dal 5 mh 


glue? = J dx RUE 2 Q/5 5», 


Ti 5 (o + b)R ,. 
满足 dolla ota = > 4ab(s—b). Jēlas» 


$63 ”加 外 区 域 自然 积分 方程 


对 圆 外 区 域 自然 积分 方程 (50) 或 (53), 也 有 相应 的 结果 。 由 
于 证 明 方法 与 6.2 小 节 中 对 网 内 情况 所 用 的 方法 完全 相同 ， 故 本 
小 节 将 只 列 出 结果 而 赂 去 其 证 明 过 程 ， 
1. 极 坐 标 分 解 下 的 自然 积分 方程 
引 理 4.8 由 通过 (50) 式 定义 的 圆 外 区 . 域 平 匣 弹性 自然 积分 
算 子 OC FERREE An, 2) 为 商 空间 H*(DY| AT) 
上 的 对 称 正定 、 7- 椭 加 ,连续 双 线 性 型 ,其 中 
FT) — {(C,cos6 + C,sin8,— C,sin9 + C,cos 9) l¢,.c,er}. 
关于 DH, e OE RER V- REN tR aF: 
|i DC tig, By)| S 2/ 2 bl Holl eats eer) lo rra» (80) 
以 及 
DICES > [A are (81) 
5 (a 
定理 48 FUARA EE pi 并 满足 相 容 性 条 件 (65)， 
则 相应 于 贺 外 区 域 平 硬 蜂 性 自然 积分 方程 (50) 的 变 分 问题 
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R 各 EHECTY， 使 得 


| 82 
(i, A) = F), : Và,€ HICTY e) 
在 高 空间 HITY RAT) 中 存在 唯一 解 , 其 中 
FG) = | d e dds, 
A(T) 由 引 理 4.8 给 出 , 且 解 a, EMT RUN È 
5 & 十 5b)R 
ls pac < llla oy. (83) 
定理 4.9 i£ 吉 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 PHA ORF 
边 值 的 圆 外 区 域 平面 位 性 自然 积分 方程 (507 的 解 , 其 中 > 
A 3S WU Hey € HP H 
5 b)R 
lio atte sS A 8 grcry, (84) 


当 s 一 一 时 , (84)80 (83), 


5 (a + &)R 
ost L0 * DA 是 不 可 政和 的 。 着 取 
à, (cos29, 一 sn 29)、 则 由 自然 积分 方程 (50) 本 得 


» sola — b) avis L 
E (a + b)R ( cos 26, sin 29)， 于 是 


J/5(o+b)R 
lela Pasay 一 EITI lalan 
即 《84) 式 的 等 号 是 可 以 取 到 的 ， 
2. 直角 坐标 分 解 下 的 各 然 积分 方程 
引 理 49 由 通过 《537 式 定义 的 直角 坐标 分 解 下 的 加 外 区 域 
平面 弹性 自然 积分 算 子 OC 导出 的 双 线 性 型 ÔC) 为 商 空间 
HSCPYI ACT) 上 的 对 称 正定 、T -椭圆 YER REN, Rp 
gr = ((6,€210,,C;,€ R}. 
关于 ODGOR.A) 的 连续 性 及 V- HI AIF fiib. 
IDCA, %)] < 2b ||, acra Pol a rians (85) 
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ULE JI 
DCW, P —_ z 2 [io n antracre (86) 
定理 410 IDA € HITY 并 满足 相 容 性 条 件 (69)， 
则 相应 于 圆 外 区 域 平面 弹性 自然 积分 方程 (53 ) 的 变 分 问题 (82) 在 


商 空 间 HT 纪 (T) 中 存在 唯一 解 , 其 中 PC) 一 | 让。 ds, 


FCT) 由 引 理 4.9 给 出 , 且 解 2, 连续 依赖 于 给 定 载荷 有 
molar rat < Re eb Hal ER (87) 
f 2 b(a — b) 
定理 411 # 南 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 € H'ODY 为 载荷 


边 值 的 圆 外 区 域 平 面 弹性 当然 积分 方程 《53 ) 的 解 , 其 中 * > = 


为 实数 , 则 *HEHMTY, B 
lllute SS a uL). S WE llatery. (88) 
v b) 


2 bla 一 
Tm ir fit, (88) iE RR (87). 


$ 7 自然 积分 方程 的 数值 解法 “ 


下 面 将 用 第 一 章 给 出 的 积分 核 级 数 展开 萃 求解 加 内 、 外 平面 
弹性 目 然 积 分 方程 ,得 到 采用 分 外 线 性 单元 时 刚度 矩阵 的 表达 式 ， 
并 给 站 近似 解 的 误差 估计 ， 

考察 半径 为 R 的 圆 内 部 4 上 的 平面 弹性 间 题 (21), 它 等 价 于 
日 上 的 变 分 问题 (22)。 由 第 4 dS GA. BOARD EC X 
界 上 的 自然 积分 方程 (42》, 即 


lab ^» d 
(Eo) = — = 4,1, 048 
£5) (a 十 b)R j "PES 8g" ) 
28 g? 
一 -一 一 人 一 l) 一 一 上 一 
(a + &)R ur POCHE ae 
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ix 
x | ull, Pd? — - 
Jj 89 (a 4- b) R 


"CIEL AP 8 
8348 Gr By Rs (89) 


2ab zm 1 g — ë + , 
8) 一 —| long — 20,0748 
g8) (a -- b) Rio 2x "t 2 at ) 


2b ; lab i 1 
hod odiis cii oe 
(e 4-5) R (a + E)R * anii — 8 


Zab i 1 8—390 
2,987 


s | 
Ns al, 


25 
(a+ b)R 


2 
| ual 1 3 Od’ , 
0 


X ul, 0d 一 “a(l, 0) 


b) 
十 一 一 一 一 
x(at+ 65)R 


其 中 给 定 载荷 边 值 (g,，、ge)《 号 tr ， 并 满足 相 容 性 条 件 


2x 

| (g, cos — ggsind dO — 0, 
0 
ta 

| (g,sin8 + ggcos?)d? 一 0， 
0 


NTLD 
由 上 节 已 知 ， 边 界 积分 方程 (89) 在 可 差 一 统 (T) 中 国 数 的 意义 下 
存在 只 一 解 ,其 中 
ET) — {CC, cos? + C,sin0,—C,sinO + Cicosb 
+ CC €, CE R}, 
政 为 求 得 确定 的 解 , 应 附加 条 件 以 确定 常数 Co Ci 及 Ca 例如 可 


固定 9 一 0， 了 及 = 时 w(t, 0) 的 值 以 定 解 。 与 自然 积分 方程 


(89 ) 相 应 的 变 分 问题 为 
i Cuns us) € HITY, (H43 
Dun, Hogi Vras Ugo) 一 Ê Cons Yo). V(t,s, P90) € HGY; 
其 中 
Dts Hons Pas Um) = R 上 (Vrs V) * A (ns tag dd0, 


(90) 
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Ê Cono,» vm = R N (8,00 + gevoo)d6, 
A 为 由 (89) 害 义 的 自然 积分 算 子 。 已 知 Dna, uit, vo) 为 
HZ HICPY/ BA) LAME ER, VHA REM, 变 分 问 
题 (90) 在 HITY A) PHARM, 注意 到 ROC 恰 为 单 
位 圆 内 平面 弹性 问题 的 良 然 积 分 算 子 , He DD(wo, wood to, vo) 的 
积分 核实 际 上 与 尺 无 关 。 

对 于 半径 为 R 的 贺 外 部 区 域 8@， 则 责 由 相应 于 圆 外 区 域 自然 
积分 方程 (50) 的 变 分 问题 (90) 出 发 、 只 是 其 中 OC 为 半径 为 R 的 
圆 外 区 域 平面 弹性 自然 积分 算 子 , 而 ROO 恰 为 关于 单位 圈 外 区 
域 的 相应 算 子 , 故 DC un, 4955 Ur» Yoo) 的 积分 核实 际 上 也 与 忍 无 
EL IRE, BCs, woos Cn, Ym) 为 商 空间 HTP ATES, 
eS. VARMA, MAESE HT AT) 
中 存在 唯一 解 , 其 中 

ECT) = {CC cos? + C,sn8, —C,sinÓ + C; cos0)| C,, 
C,€ R}. 


$7.1 刚度 矩阵 系数 的 计算 公式 


将 边 大 六 等 分 , 取 关 于 此 分 割 的 了 上 的 分 段 插 值 基 函 数 族 , 例 

如 分 段 线性 基 申 数 族 1L,(00) (参见 第 二 章 第 8 节 )。 显 然 
{LOCH T). 
设 由 {Li(9)} 张 成 的 HIT) FSI ST), SAR s] 
《90) 的 近似 变 分 问题 
rs (sh, Meo) E SiT》*， 使 得 (91) 

DCuh, ub; v^, v5 = PC, of), Vk, 0) € S F, 
FF AR RHEN DC tgs tes 9,5. Yoo) HOPE SCP CHUL), Lax- 
Milgram 定理 依然 保证 了 变 分 阿 题 (91) 在 商 空间 SQC(TY/ Er) 
中 存在 唯一 解 。 设 


uO) D, ULO), ubl) 一 S VLO), 
my jmi 
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其 中 历 及 Vi 一 1 为 待定 系数 。 于 总 由 相应 于 加 内 江 
域 的 近似 变 分 问题 (91) 可 得 线性 代数 方程 组 
I XM - M (92) 


Qu QuU!lV -C 
其 中 | 


U = (Ui, abr Ux», V = (V,,--+,Vy)", 
B— (b, rr. by), C= 《ci ” cy)", 
Qi. ET [qii Tenn il, m7 1,2, 
bm RP e (2,9046, c; — RÈ” goC0)L,C6)48, 
a I 
gi 一 D(L;, 0; L;, 0), qi? 一 DO, Lj; Li, 0), 
gi? = D(L;, 0; 0, L;), qi? = D(0, £;30, L;), 
fof mls ip FN. 
利用 第 一 章 第 4 节 介 绍 的 积分 核 级 数 展开 话 及 公式 


= l ms S ncosn6, 
‘ 10 nxi 
2 


4sin 


X ctg LR S sinnd, 
2 2 ast 


可 得 矩阵 8 的 如 下 计算 公式 
w= _20b pa irb 
Qu PES (Cassa TR 3N(a + b) 


4 1 
° ((4,1,0,- --,0,1)) 十 WO rnm, 
一 一 = _2eb _ eae 
Qu Qa a Ji: b ((0,d,, E dy a) 


(93) 


b 
T a 4- g (01,0,:*-,0,—1)), 


ab Lab? 
nonu (Cay, t;s »88.1)) = 3N(a FS b) 


On "S 


1 


zb 
^ ((4,1,0,---,0,1)) + WEED ((1,** 5,1), 
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其 中 记号 (Cas Er. and) 仍 表示 由 His * ** Oy ERRE 
阵 ， 


A duum con A 24. 
IDEON ON geola Nl 
gp SN Dyin sin E 2s, 
(94) 
BI Qu 及 On 为 对 称 循环 矩阵 ， 0 及 On 为 反对 称 循环 知 
Be, Om MEL LL 
a; ™ ay, d; ™ —dy i, t ™ l, 一 下 
由 变 分 问题 (91) 在 商 空间 SACP 嘱 (T)》 中 存在 唯一 解 即 可 得 线 
性 方程 组 (92) 在 可 差 一 


M (= U,L6), > ViL(0))e wry} 


中 向 最 的 意义 下 有 唯一 解 。 由 于 对 贺 内 平面 阐 性 问题 ,及 (站 包 
含 三 个 任意 常数 , 故 应 附加 条 件 以 确定 此 三 常数 。 在 实际 计算 中 ， 
由 于 离散 化 的 结果 ， 原 边 值 问题 的 相 容 性 条 件 通 常 只 能 保证 《92) 
的 相 容 性 近似 地 满足 ， 基 此 在 添加 三 条 件 后 应 珊 去 原 方程 组 中 的 
三 个 相应 的 方程 。 这 只 要 在 系数 矩阵 台中 划 去 相应 的 行 、 列 即 可 , 
当然 也 可 用 迭代 法 求解 (92》 比 时 由 于 矩阵 系数 的 循环 性 ,可 大 大 
市 省 存储 量 . 

对 于 相应 于 圆 外 久 域 的 近似 变 分 问题 (91)，、 仍 可 得 线 狂 代数 
方程 组 (92)， 只 是 其 中 


Qu 77 Ox - rur (Cay, 81,*'* »4y-1)) 


2x6’ 
* 3 8G 48) (66 00D) 


4xab 
s Co Ds " 
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Zab 


ce 十 用 ((0, dis seedy ad) 


Dp = —O 


E 
+ am ((0, 1, 0,--.,0,—1), 
这 里 X d km 0.1, N 一 1， 仍 由 (94) 给 出 ,容易 看 
Hs Qu On AWE, Ou 及 On 为 反对 称 循环 矩阵 ， 
9 为 对 称 半 正定 矩阵。 由 变 分 问题 《91) 在 商 空间 SYR) 
中 存在 唯一 解 即 可 得 线性 代数 方 各 组 (92) 在 可 差 一 
(I mms vnm Je onc) 

中 的 向 最 的 意义 下 有 唑 一 解 ， 只 是 对 国外 区 域 平 耐 弹性 问题， 
RT) 只 含有 两 个 任意 实 常数 , 改 在 实际 求解 时 ,只 要 附加 两 个 条 
件 即 可 。 

对 于 直角 坐标 分 解 下 的 关于 加 内 区 域 或 圆 外 区 域 的 自然 积分 
方程 (45 ?或 (53)， 同 祥 可 写 出 其 相应 的 变 分 河 是 


X AC€HS(TY, ”使 得 
(De FC), V2, € H (TYF (96) 
及 近似 变 分 问题 
求 ape S(T), 使 得 
locaton 一 f(s), vate SC, (97) 


其 中 j= (21522); 
D, 45) = | P, «2€ 8 ds, 
r 


PCY = | B+ dads, 
由 于 ODGRQA) 为 HYRET) LOM, ERP -椭圆 汉 线 
性 型 , A OCHT), MRE £O RRR AHAE C49 3E 
内 区 域 》 
MOLA 


[^ ee)ds = 0, 
[ LeXO) aot — (6) din 0140 = 0, 


> 3F2 « 


或 ( 当 9 为 加 外 区 城 ) | 
MEO 
| a(6)48 = 6, 


便 可 得 变 分 问题 [96) 及 近似 变 分 问题 (97) 分 别 在 商 空间 HITY, 
ZE(T)m E SQ y/ AT) HFE, RR 240 AAKRE 
S£ (T) = ((C, — C,sin0,C,; + C,cos8)| C,, C,, C, € R}, 

24 O RAR 
R(T) - {CC.; C,)|C1,C,€ R}, 
下 面 仅 考虑 8 NAME RA, E 
uü -(> U;L(0), >} ViLX0)), 
j=: j21 
其 中 U; 及 Vj 1,2,***, N, 为 待定 系数 , 则 由 (97) 可 得 线 


性 代数 方程 组 
Bs sd ~ lc) |. (98) 


b= R |” g(0)LC0)d0, 


AH 


e — R (C gC 8)ELO)O, i= 1, <N, 
仍 利用 积分 核 级 数 展 开 法 ,通过 计算 得 到 


Qu = Q5 一 a (C245,05 * ** 0812); 
: (99) 
Qu 7 704 reU 1,0,:-*,0, —1)), 
其 中 
ay Si sin* — cos A 2s, = 0,1, (QN — 1l, 
jal 
(100) 


1E. 5 BY THI C94 Z a, ‘AIF. 容易 看 出 ， Qu E Qu ADS RU 
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SG, Ou 和 Ou 为 反对 称 循环 矩阵 ，9 一 ps "d 为 对 称 半 
正定 矩阵 ， 由 近似 变 分 间 题 (97) 在 高 空间 S,CTY/ ACT) 中 存在 


唯一 解 即 可 知 代数 方程 组 (98) 在 可 差 一 
MIL -UU VeV = vy 
中 的 向 量 的 意义 下 有 唯一 解 ， 


$7.2 自然 边界 元 解 的 误差 估计 


应 用 第 一 章 第 5 节 关 于 自然 边界 元 解 的 误差 估计 的 一 般 结 
果 , 便 可 得 平面 弹性 问题 自然 边界 元 解 的 误差 估计 | 

Won, 为 平面 弹性 问题 的 自然 积分 方程 之 解 , 3 为 其 自然 边 
RER, Hi (0) E ake) 分 别 为 航 坐 标 分 解 下 的 变 分 问题 
《90) 及 其 近似 变 分 问题 (91) 之 解 ， 或 直角 坐标 分 解 下 的 变 分 问题 
《96) 及 其 近似 变 分 问题 (97) 的 解 。 设 BHT) 一 S.(T) 为 定义 
子 空 间 SCT) KOE FT. |) do 为 由 双 线 性 型 DCA, 3) 导出 
的 商 空间 HYRAT) 上 的 能 量 模 。 由 于 容易 验证 第 一 章 第 5 
节 各 定理 的 条 件 ， 故 直接 写 出 下 而 结果 而 不 再 加 以 证 了 明 。 各 估计 


式 中 的 C 均 为 正常 数 ， 一 R, 


定理 4.12 《能 量 横 估 计 ) A RQEBUXTY, kel, HAA 
Tn 
lo — Bwll, rE CAS wlr Vie € HY QT), s= 0,1, 
则 
|2 — žile s Chita IE PE (101) 
ATER. FEEDS DO ETE SC BUR — 1 时 ,有 
lA. 一 il s Ch? dll. 
定理 4.13 (L 模 估计 ) AH 4.12 的 条 件 被 满足 , 且 
| i — t) e Dds = 0, WE (T), 


EE 


wij 
ld, — Zl < ChM lalsur. (102) 
这 一 估计 也 是 最 优 的 。 特 别 对 分 段 线性 元 , 即 生 一 1 时 ,有 
li, — llc) S CA lla lr. 
定理 4.14〈 工 ” 模 估计 ) A a) 是 由 分 片 线性 基 画 数 张 
PRAYER ERAS], me PCY, Big 


| (iy — E) + tds 一 0， VRE RC), 
r 


则 à 
iiz oat 8$ za» < Ch? ll lr. (103) 


此 估计 并 非 最 优 ， 
以 上 是 这 界 上 的 误差 分 析 。 车 不 计 利 用 Poisson 积分 公式 
求 区 域内 解 函数 时 数值 积分 产生 的 误差 ， 亿 可 由 上 述 边界 上 的 结 
果 推 得 区 域 上 的 误差 估计 ， 以 采用 分 段 线 性 边界 元 为 例 。 利 用 自 
然 边 界 归 化 下 能 量 不 变性 ,由 定理 4.12 可 得 
lë — # lle oreo s Cli — ll 
= Cj, — Zio < CA ur. (104) 
从 而 能 量 模 误差 由 通常 采用 区 域内 线性 有 限 元 时 的 OC) 旗 为 
OCh). 再 利用 平面 弹性 Dirichlet 问题 的 解 对 边 什 的 连续 依赖 
性 , 则 由 定理 4.13 可 得 
la lw SC ley — Bz S CA 8r. (105) 
这 与 采用 区 域内 线性 有 溉 元 时 的 结果 相同 。 


§7.3 数值 例子 


下 面 给 出 应 用 自然 边界 元 方法 求解 圆 域 上 平面 弹性 问题 的 两 
个 数值 例子 。 在 例 1 cha 作 极 坐标 分 解 , 而 在 例 2 中 a MRE 
坐标 分 解 .在 此 二 例 中 均 取 7 一 1, —05,)ma— 21 25-— 
2, b= g 70.5, 
fll. 2 为 单位 贺 内 部 区 域 , 解 如 下 平面 弹性 问题 ; 
sara + \,5praddiv2 == 0, OW, 
640) = 1.2cos9,g4(8) = 1.2sin@, rE. 
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Xm ERE — V LER RE an ( =\ URNA ETC 


A I PEN 585y ,32 HE BARE EE ADF CRE RE 
刚度 矩阵 由 (93) 及 (94) 式 给 出 。 在 利用 《94) 计算 系数 a 及 d, 


时 ， 由 于 实际 计算 中 无 穷 级 数 只 能 取 有 限 项 求 和 , 帮 以 D RE 
j-1 


>), HubMOSIESENE, 计算 结果 如 表 1, 
j=l 


BEAD N= 4 时 的 最 大 节点 误差 与 N 一 8 时 的 最 大 节 
点 误差 之 比 近似 于 4， 这 说 明 节 点 误差 大 约 为 OC’), 
注 。 本 例 通 之 准确 解 为 
u(r,8) = (—0.2r! + 1.2) cosé, 
ae = (2.2r? — 1.2) sin 6, 
其 边 值 为 
un(O) = cos, 
pe = sind, 
H2. O 25 h EL DR, HE F P EE TE DR] 
p + 1Syt.ddivi = 0, oN, 
gO) m 0.6sin8,g,(8) = 0.6cosO, T E. 


为 保证 解 的 唯一 性 ,附加 条 件 MCO) uu (7) 0. 


仍 应 用 分 小 线性 自然 边界 元 法 求解 。 其 刚度 矩阵 出 《99》 及 
“356 œ 


8£L800*b rétgIz** 


91t682*6 


Z799200'O 


8089F10*0 


V626190*0 | 8ISSZ2£70 


一 


OSZ9TO'+ £r9r60^v | £95069°2 


| | 
9t27€00*0 — ! 80562Z10°0 6820£507Q 9£87£S1*0 
i | 


015800 » | bétgit"v 9£1£06'* 


1 


——. 


m 


———Ó————M MÀ] 


*£99£00'0 8089v10*0 | kácáloQ0"Q FP£89£0£*0 
LL 一 一 一 一 一 -一 


£t£6£10* v . v68k60"* 6L690b'+ 


T£cz£00* 0 Z0S6Z10°0 L6Z0€S0°O 8002££2'0 
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0.012115? 0.0030972 


————— 


3.911682 


9.0148136 | 0.0036744 


4.031569 


《400) 式 给 出 ， 在 利用 (100) 计 算 系数 a 时 ,以 DD RS 立 ,其 


中 对 为 正 整 数 。 计 算 结 果 如 表 2, 3。 
A 2,3 中 几乎 所 有 比例 值 都 姿 近 4, RUA ieee LU AE 
是 按 L 模 度 墨 , 边 办 上 的 近似 解 的 误差 大 约 都 是 O). 
注 。 本 例题 之 准确 解 为 
aoe — r ‘(1.6 sin 20 cos80 — 0.4cos 20 sin@)} — 0.6r ?sin 30, 
Cr) — r7 (1.6sin 20 sin + 0.4cos 20 cosO) + 0.6r ?cos 30, 
JE 
pa 8) = sind, 
#,(1,0) = cos, 
由 上 述 例 子 还 可 网 , 必要 的 对 值 污 准确 解 的 Fourier RA 
开 有 关 , 从 而 也 与 给 定 的 边界 条 件 有 关 。 一 般 说 来 ,M 并 不 需要 到 
得 很 大 。 鲍 如 在 例 2 中，M= 5 时 的 结果 与 M 一 100 时 的 结果 
并 无 多 大 差别 ,也 就 是 说 ,在 那里 MY 一 5 就 己 经 足够 了 。 由 于 自然 
边界 元 刚度 矩阵 的 分 块 对 称 或 反对 称 笑 坏 性 ， 又 由 于 用 积分 核 级 
数 展开 法 计算 系数 时 对 一 般 只 须 取 一 个 不 太 大 的 正 整 数 ， 故 用 自 
然 边 界 元 法 求解 时 计算 量 是 相当 节省 的 。 
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第 五 章 Stokes 问 题 
eL B| g 


Stokes [n] 8 E JA AAPA Pi KAR dia PCS 
程 维 的 这 值 间 题 BN) TF Ss A 了 满足 连续 性 方程 


divá = 0 (1) 
外 ,还 满足 运动 方程 
ee — 2 Ag 0, (2) 
Or p Pe 


EBIN Navier-Stokes 2/88, RIDA 2 RIEJ P ARAR, 
密度 p 及 动力 粘 滞 系 数 为 给 定常 数 。 不 可 压缩 流体 中 的 张力 张 
量 取 如 下 表达 式 

sum pn + (B8 + OH, GB) 


其 中 
l, i=}, 
8; — 
H iX), 
(DRA mw £8 — DU 29 WE (EE 77 , 98 TS Br e E | R5 EH 
力 ， 在 定常 运动 的 情况 下 ,流速 8 与 了 时间 + Ze, Bp 
Ou 
or 
tA Reynolds 数 较 小 时 的 运动 ， 则 由 于 《zy)& 与 其 
它 项 相 比 可 以 赂 去 ,这 一 运动 方程 又 可 显著 化 简 ,得 到 如 下 线性 方 


程 


一 0. 


一 1 人 天 十 gradp = 0, (4) 
BOAR US ERED EC) —e , FER E. 3E 3 BL ARS Ve ,就 可 
* 3$9 5 


将 运动 确定 下 来 。 这 一 仿 微 分 方程 组 的 边 人 问题 称 为 Stokes 问 
el 

Stokes 方程 组 的 边界 条 件 通 常 有 了 两 类 。 第 一 类 边界 条 件 为 
约束 边界 条 件 , 在 边界 上 速度 8 — 0， 或 更 一 般 些 ,在 边界 上 速度 
为 给 定 的 国 数 4 — 喜 ， 它 表示 流体 在 边界 上 的 速度 必须 与 边界 
本 身 的 运动 速度 相等 ， 第 二 美 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 ， 流 体 在 
E mul Equus e 

i= Sun — ), {= 1,2, 

或 更 一 般 些 ,在 界面 上 ?i 一 了 HAER ER ?一 (1) m 
(6.8), 印 为 流体 在 界面 上 所 受到 的 力 ， A= (mon) 为 界面 
外 法 线 方向 单位 向 量 , 它 指向 所 考察 流体 的 外 部 ， 

研究 Stokes 问题 的 数值 求解 除了 为 解决 其 本 身 所 有 反映 的 小 
Reynolds 数 情况 下 不 可 压缩 粘 灌 流体 的 定常 流 问题 外 ,还 为 处 理 
更 复杂 的 Navier-Stokes 问题 商定 了 基础 ， 故 其 应 用 是 很 广泛 
的 。 

RECA FILS BEES Stokes 方程 组 的 解 的 复 变 函数 表 
示 ，, 这 一 结果 是 由 本 书 作 者 在 沦 文 [1211 中 首次 得 到 的 ， 然 后 将 依 
次 介绍 Stokes 问题 的 自然 边界 好 化 原理 ,典型 域 上 的 自然 积分 
E Poison 积分 公式 , 自然 积分 算 子 及 其 逆 算 子 ， 自 然 积 分 
方程 的 直接 研究 ,以 及 自然 积分 方程 的 数值 解法 等 。 


§ 2. 解 的 复 变 函数 表示 


由 第 二 至 第 四 章 已 知 , WN EWR PRR 
组 的 解 部 存在 复 变 函 数 表 示 。 这 些 复 变 函 数 表示 公式 分 别 给 出 了 
这 三 类 方 称 或 方程 组 的 通 解 表 达 式 ， 不 仅 本 身 为 研究 这 些 函数 类 
提供 了 强 有 力 的 工具 ， 而 且 也 为 实现 典型 区 域 上 的 相应 的 边 值 问 
是 的 自然 边界 归 化 开 幢 了 一 条 有 效 的 途径 。 本 节 的 目的 在 于 ， 对 
Stokes 方程 组 ,也 得 到 解 的 复 变 函数 表示 ， 
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$2.1 定理 及 其 证 明 


ZAKR ARY Stokes 方程 组 
[o + grad? = 0, (5) 
divi = 0, 
ilit. 
引 理 5.1 Stokes 方程 组 (5 MAM 8 RO 内 重 调和 方程 ， 
P 必 满 中 9 内 调和 方程 ,也 即 
| AR ~ 0, (6) 
Ap 一 0. (7) 
这 里 假定 8 Rk Wee BMH. 
XE. Æ (x.y) 直角 坐标 系 下 ，Stokes 方程 组 为 


—mnA4tu, + Op = 0, 
Ox 


ð 
—7Amu; + of - 0, 


Oy 
On 十 Ow, = 0. 
Ox Oy 
由 此 可 得 
8 Op 8 
Jk cms gg m 
3 9 a ( 24) 
A A A 9 [. ou 
Ux ro "arae o DE N^ oe 
o 
=F Aa Au, 
Mmh 9» 2e 0 48 
Au = 0, 
同样 可 得 
A'u, = 0, 
MAF 
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g 


人 
Ax? ax nd ( 2] ay one” 
BFS 
Ap= 0, 
5 | Eire, 


利用 丝 引 理 及 调和 方程 与 重 调和 方程 的 解 的 复 变 函数 表示 ， 
使 可 得 到 Stokes FRAN HA SERRA, 
定理 5.1 平面 区 域 2_ 上 的 Stokes 方程 组 《5) 的 任意 一 组 解 
(4 ,p) 必 可 表示 成 如 下 复 变 函数 的 实 部 或 弓 部 形式 
u(x,y) = Re[—@’(z)z + olr) — $21, 
ce = Im(p (edz + ple) + 6 1, (8) 
P(x,y) 一 —^yReg (e), 
其 中 ple) 及 600 HO EBSPSA ENTER, z= r+ iy, em 
xr— iyi 反之 ， 任 取 Q 上 的 两 个 解析 跑 数 eC 及 ole), WH 
《8) 式 得 出 的 3 EAR 2 Rp KX Stokes HE ACSA, 
证 。 由 引 理 S.L 并 利用 在 第 二 章 及 第 三 章 给 出 的 关于 调和 方 
程 及 重 调和 方程 的 解 的 复 变 通 数 表示 ,可 设 
Wz)) = Re[ (222 + bla)], 
uXx,5) 一 Relp,(a)z 5,1, (9) 
p(x,y) = ReX(z), 
其 中 oy), fe), G@, ole) 及 xG) SHO LNA 
数 ，z 一 x 十 iy， 和 将 (39) 代入 方程 组 (5), 利 用 


RefX (2) 一 4ngpi Gx) ] — 0, 
Re[r (z) — 4npi(z)] = 0, (10) 
Reli la) H igs(2)g + pil) + ple) + ipi) 

一 ig, (x)} 一 10， 
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注意 到 X) 一 Angie) it GO 一 Ang GO. 仍 为 解析 函数 ,由 


Cauchy-Riemann 36 (F/7@ 
E (z) 一 4ggi(z) = ia, 
iX (x) 一 439102) = iB, 
Hipea Me 为 实 常数 。 由 此 可 得 
RelLe( (9) + ipi(e)]2} => Rel (8 + io)z], 
对 


于 是 410) 之 第 三 式 化 为 


(11) 


Re TO CER Sie Le + ia)a} d 
n 


PESE IF XA f AVIS 2S WEE BAR, BS 


bila) 二 iis + qu GO — ipu + m F ia)z 一 ir, 
" 


其 中 7 为 实 常 数 ， 从 (11) 进 一 步 可 得 


[qs) 一 二 [XCD — iaz] +a, 
n 


1 
qu) 一 án [iX — 182] +b, 


Hh a 和 5 为 复 常 数 ， 将 (13) 代 入 (12) 得 
XC) — —2nl gs) t id G1 + 235 + iY — a), 


设 
i) 一 Fiaa) + ip), 
He) 一 n [一 由 (Ga + ZOR 
结合 (14) 与 (13), 便 有 


pi Cz) m plz) mz: bz), 
dui = —iteGO +4], 
0j) ane Ge) Pit UH ea 


giz) m Ps) — inr ^ (b + iv Fe), 
X 


(12) 


03) 


(14) 
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m) 6 Goths) ese 
4n 2 l 


于 是 由 (9) 可 得 
uals,y)— Re | 一 Co + ple) — dCs) 
1 a—ib— ir) 
+ 1 Gi) | 
u (x,y) = im ë (z)3 + dO + lz) (15) 
十 aja «|, 
pay) — —aBe lve) Ci a) | 
| 2 j 


最 后 令 


plz) = ple) + | > Re (a — ib) 一 : Y | Z, 


$s) — È G)— E Co 


显然 ole) 及 ¢@ PH LERES. MERA C15) 即 得 
ux, y) — Re[ — 9 Cx)g2- 9 (3) —  (2)1, 
ce = iml yp (2)s + p(s) + 21, 
p{x,y) = —4nRep G2), 
由 此 可 见 ，S$tokes 方程 组 (5 ) 的 解 Casma p) 可 以 由 8 上 的 两 个 
解析 函数 pls) 及 p) 的 上 述 组 合 来 表示 。 Ro, RACE) 
式 伐 人 原 方程 组 (65)， 容 易 证 明 由 (8) ARERI G, p) BH 
Stokes AFEALCS MOE, ERIR. 
出 (3) 式 根据 总 力 张 量 与 流速 及 压力 的 关系 (3)， 还 可 进一步 
fre Ells 


On(x,9)} = 2nRe[l2m le) + p” G2z t G2], — (18) 
gGu(x,y) 77 au(x, y) = 2uylm[ p" (e)z + p (a)l. 
将 (8) 及 《16) 与 第 四 章 的 (14) 及 《15 AAR, ALLAH, Stokes 
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eo zE 2nRe[ 2p Cz) E p (z)z = $ G»], 


方程 组 的 解 及 张力 张 济 与 平面 弹性 方程 组 的 解 及 应 力 张 量 有 非常 
类 似 的 复 变 函数 表示 式 。 


$2.2 ”简单 应 用 实例 


Stokes 方程 组 的 解 的 复 变 通 数 表示 有 很 多 应 用 , 今 仅 举 若 干 
简单 例子 如 下 ， 
L 利用 定理 5.1 可 随意 构造 Stokes 方程 组 的 解析 解 。 例 
in, ZEARKA 2， 此 时 复 变 函数 表示 式 (8) 中 的 p(x) 及 
plz) 均 可 取 为 z 的 多 项 式 , 因为 在 有 界 区 域内 , s 的 所 有 复 系 数 
A IG ETE. JEDER SOINS 
1) 取 pla) = z, p(z) = 0, 耻 (8) 可 得 
(G5 up) 77 (0,0,—40); 
2) 取 eG iz ple) = 0, WA 
(14,25, 2) — (—72y,2x,0); 
3) Hi plz) — 0,0 GO = z, 由 (8) 可 得 
(5,55, P) = (72x,5,0); 
4) 取 pls) —0,5GO) em iz, WA 
(G5, P) = (y,x,0); 
5) E pls) — 2’, h(a) — 0,08 (d 
(GP) 一 《一 一 3y', 247, —8nx)3 
6) 取 plz) iz’ gt) =O, WA 
Cusp) = (—2xy 30° + y',823); 
7) BY gQ) — 0,00) 一 zz!, 由 (38) 可 得 
(msti 0) = (y! — x ,2xy ,0); 
8) 取 ple) = 0,92) ie’ WA 
(nin p) = Qay, — y*,0); 
等 等 。 容 易 验 证 , 上述 诸 解 为 Stokes 方 亿 组 (5) 的 一 些 豆 相 独 立 
的 解 。 由 于 该 方程 组 是 线性 的 ,这 些 解 的 任意 线性 组 合 仍 是 (5) 的 
$€ , 例如 
Cust p) 77 (X + y'72xy, nx), 
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(mp) = (—Zey,8 + 六 4397) 
等 等 ， 
2. 在 计算 数学 研究 中 ， 为 了 检验 某 种 计算 方法 ， 常 需要 构造 
已 知 解析 解 的 边 值 问题 ， 以 便 将 计算 得 到 的 近似 解 与 准确 解 作 比 
Bx. 利用 定理 5.1 我 们 能 很 容易 地 构造 这 样 的 Stokes 问题 。 例 
如 取 单 位 正方 形 区 域 
Q 一 (Go locectucyart 
先 利 用 定理 5.1 构造 一 组 准确 解 ,例如 
Gn, P) = (2? + yt, —2xy dnr), 
然后 便 容易 写 出 如 下 Stokes 方程 组 的 第 一 边 值 问题 ; 
一 1 人 区 十 gradp = 0, 
diva = 0, ow, 


#= (2,0), P= (o0) ba, 

& (y +1,—2y), R= {Clay locas E, 

六 一 《2 十 1.25), f iG. Dial, 

u = (y.,0), T, — ((0,5) lesy« E. 
NWTSSRRREAD AAR RA Jp 8B PCs EB EAS, 


由 于 - 的 任意 复 系 数 多 项 式 均 为 此 外 区 域 上 的 解析 函数 ,我 们 便 


可 据 此 构造 外 区 域 上 Stokes 方程 组 的 解 及 构造 已 知 准确 解 的 边 
值 问 题 。 
3. 为 构造 在 给 定点 《zx，y》)》 AREA 异性 的 Stokes 方程 


组 的 解 ,例如 要 求 速度 à A 阶 奇异 性 ,可 取 〔%,y) 为 极 坐标 
的 极点 ,然后 分 别 取 
D eG —L, $6 一 0 


2) ? (WD mL, b) = 0; 
3) (x) «D, $6) — — 
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4) op (x) = 0, 4 (0 一 i 


便 可 由 复 变 函 数 表示 式 (8) 得 到 在 极点 有 上 上 阶 奇 鄂 性 的 Stokes 
方 竹 组 的 四 组 独立 解 ; 


1 «<= + ( cos? + cos 30) ,u, 一 x (— sin + sin 30), 
m 
p= 人 cos29; 
f 
3) aes 1 (sind + sin 38), u, = + (cos 一 cos 30), 
r 
p — *Tsin 20; 
: 
l h 1 4 LI 
3) uw --cos?, Hr = — sin, p= 0; 
7 r 
= 1 , 
4) #4 mmm o n sin 8, us ENS. eme cos, P am 0, 
r r 


同样 可 以 得 到 & 8 LL 阶 奇异 性 的 该 方 种 组 的 四 组 独立 解 
i) m- A (2co0s43 + cos26), 
r 
1 A ; 8y . 
helio (2sin 48 — sin20), p = 2 04371 
r 
2) m- i (2sin 48 十 sin 28), 
r 
“= 2 (—2cos49 + cos29),p 到 3 sin 385 
r r 
3 1 ls i 
) y“ ~ cos 28, t= 一 sin 26, p= Ù; 
r r 
i b4 , 1 
4) u, 7 — — sin 28, Hi ™= —cos20, p=; 
F- A 
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及 às Laits 
1 a= + (3cos 50 + cos 36), 


n, = + (3sin 50 — sin 33), p = P cos 48; 


f 


I2y 


#, = ^ (一 3cos 52 + cos 38), p = orm 485 


3) m = L cos 30, m = + sin 39, p= 0; 
r r^ 


4) = — 7; sin 30, i, T “5 008 39, p—0, 


这 些 结 果 已 被 应 用 于 推 求 Stokes 问题 的 解 的 各 阶 导数 的 近 
似 值 的 提取 公式 (参见 文献 [15] ). | 

4、 解 的 揽 变 函数 表示 对 于 求解 Stokes 问题 本 身 及 发 展 相 
应 的 数值 方法 也 有 重要 簿 义 , 这 里 不 再 详 述 . 

在 本 章 第 4 节 中 ， 定 理 5.1 RRMA HES WK ME Sto. 
kes 问题 的 自然 积分 方程 及 Poisson ROAR, 对 于 本 书 来 说 ， 
这 当然 是 Stokes 方程 组 的 解 的 复 变 函数 表示 公式 的 最 重要 的 应 
用 。 


$3. 和 目 然 边界 归 化 原理 


考察 有 光滑 边界 的 平面 区 域 QO 上 的 Stokes 方程 组 的 第 一 
边 信 问题 
—n»AH kgradp-0, OW, 
divi = 0, oÑ, (17) 
4 7 thy, rk, | 
及 第 二 边 值 问题 
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—nA& + g:adp — 0, OF, 

divi = 0, _ Qu, (18) 

im G, WE. c 
HERRAR & 及 了 为 区 域 0 内 的 流体 速度 及 压力 , 高 及 FH 
WAT LSE AM, n 0 为 流体 的 动力 粘 灌 系数 ,(#,p) EW X 
0,0 = L'(0), 40 AERAR W= HOY, 4a XERE 
域 时 W = (WiC2))’, 


Wi(2) 一 | EL (9), ? a € L'(9), 


su 
VI r in(2 dr» 


i = 1,2,7 一 xi 十 xil, 


z 1 (25 24D) n 
£u) — | H p —t t, = 1,2, 19 
"I ) 2 Mx Bx, , j ( ) 
gu. p) 一 —ĝ p t 2na lh), isj = 1,2; ; (20) 
i= Da iG Dni, i= 1,2, (21) 


R= (m,n) 为 — JJ [B fr AE, 

关于 Stokes JALE [RI BN SER £p TE nf — tk WI SIMA 
专著 ,例如 文献 [761 及 [107]。 
§3.1 Green 公式 


与 前 面 三 章 讨论 的 三 类 边 值 问题 相同 ,对 Stokes 问题 , 也 可 
给 出 其 Green 公式 ， 
引 理 5.2 在 条 件 divi 一 0 T, 如 下 Green SARM: 


2 
2n > | "CT CT S | (Aa — gradp) + 9ds 
— | pdividz = | #@) - 24s, (22) 
pd 


其中 eu) RICO BOSXODGH. #5 及 均 为 9 上 区 
i Se RE ORE. 
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HE. FREAD Green 公式 


| “让 一 一 | at ods + f, uon.ds 
2 ag 


可 得 


人 8;;(#) Szi = - 一 | b; 9 B; (A)dx + f. Bj(Z)rs;njdr . 


Q . Ox; 
ER 

bos us dx 一 | 9 a Ey (adx + | syli )vjn;ds, 
丽 式 相 加 得 


aÍ ea Ge uds + | ls, SE auod, 9. eu Gd 
2 a ax; Or, 


= | es Gon + vm das, 
对 i, f 求 和 并 注意 到 对 称 性 8; 中 Si FA 
2 a. a 
2$ " eu Gs ds + 2 DY) vi gy eu de 


a+ 
-— 2 > | Bu B) n;vids, 


于 是 


: [o] 
2n >) E Sj 8)5;; (2) dx + 2y 2i | o, 94, 9004s 


f =i 


- 5] ines S 


im] "ELI 


| [28,;(#) — 855p 1njv;ds, 
以 
ponds == | vidx 十 | 2 8», pdx 
及 cu(R.P) 的 表达 式 (20) 代 和 人 上 式 , 即 得 
a 了 ð 
27 2; | Sag (Hey (P)dz + 2g 之 i dE 8j (8) dx 


ig 
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i ap i Ov; 
二 | 起 wax 一 2: |, ^ 5s ** 


3-1 
2 
一 M | gal p)njvids, 
P 
注意 到 由 于 div# = 0, 
3 Ou, On; 
2 > » "is. a eu (de — 2) \, (a m 902) ix 
- | (an 十 2 divi ) p,dx = | v;Au;dz, 
a Ox; 2 i 


便 得 到 


21> | eu ey O)dx + > (naw, — -) dé 


t= 


2 a i 2 
e |, P a dr = 2; | eu (4, p)n;ds, 
定理 证 毕 ， 
MORO FBR É, 2, p.94 FRB, ARE Civ — 0 
及 div? —0, WH Green 公式 可 得 Green 第 二 公式 
NC 一 gradp) * 2 — (3A? — eradg) * &]dx 
m | (pdiv? — gdivé)dx 一 | [i(2, Pp) 
a r 
一 i(2,4) * ild:, (23) 
Hite Green 第 二 公式 中 取 QR, p) 为 Stokes 第 一 边 值 问 题 
《17 ) 的 和 解 ,并 取 这 一 0:9 一 1， 可 得 
[ ity + ids — 0, (24) 


此 即 Stokes 第 一 边 值 问 题 的 相 容 性 条 件 ， AEA (Q2, 
pP) 为 Stokes 第 二 边 值 问题 (18) 的 解 ， 取 9 一 0， 并 分 别 取 27 
(1,0),2 = (0,1) 及 F= (hst) 可 得 
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t dd: e 0, 本 


| (rif: a x;81)ds = 10。 


HEBD Stokes 第 二 边 全 问题 的 相 容 性 条 侍 。 如 果 Stokes FRAG 
动 方程 是 非 齐 次 的 , 团 

—yAi + gradp =f, 
这 里 f 为 外 力 , 则 Stokes 第 二 边 值 问题 的 相 容 性 条 件 为 


| Eds 十 \{ fdzdx,=0, 
r jjo 


| Gu 一 xjf)d: 十 us (xif;— xjodxidx, = 0, 
这 里 需要 注意 的 是 ， 对 于 无 界 区 域 上 的 Stokes 问题 ,由 于 9 一 
I&L'(0), E »-—(—2n,n) 不 满足 在 无 穷 二 有 界 的 条 件 , 故 其 
第 一 边 值 问题 不 必 潢 足 条 件 (24)，、， 而 其 第 二 边 值 问题 的 相 容 性 条 
ERA 
f, fd: 0 W |. Eds + íí, fax,dx, = 0, 


$3.2 自然 边界 归 化 及 等 价 变 分 问题 


fe MRO 上 Stokes 问题 的 Green PAR GiCx, x) 及 
Qi(z,x it 一 1 2， 为 满足 如 下 条 件 的 函数 组 


nA p! = Q6) — 8y8(2— r), 5) = 1,2, 
LE 


E 
: 25 5, 6406) 一 0， tf 1,2, (26) 


4-1 

Giüu(x,x leer - 0, tof = 1,2, 
其 中 x = (Cay), == (x, 15), 8(-) 为 Dirac5 RY. 在 
Green 第 二 公式 (23) 中 , 取 GG), pa) 为 Stokes 问题 的 解 ， 
^y ZB (2.4) = (Gilar), Qr 32) ,i -—1,2, Rn G; (Ga, 
Gi) i= 1,2, AQ Stokes 问题 的 Poisson 积分 公式 
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i Gis D" - 
rem j, os Jen S 
其 中 
foul) ou, QD] [m] 
KG. 9o B oos (o. | E |.. MEE ute 


为 写 出 关于 了 的 Poison 积分 公式 ,定义 Green MM Gus, 
x), 1,2, K Qi, x) iig 


—7AG,;(x, s) + = QiG, x) —0,i71,2, 


1. 0 
= 之 Gy, Clr) = (x — x), 
GaGxs x )| eer -0, r= 1,2, 


于 是 在 Green 第 二 公式 中 , 取 Gp) 为 Stokes 问题 的 解 ， 
(2,9) — (655092, 其 中 G, T (G4, Gs); 如 可 得 到 | 


p= — | K6.90 + tds, (28) 


由 Poisson 积分 公式 可 得 Stokes RAPLA Neumann 
边 值 P 与 第 一 边 值 即 Dirichlet 边 值 加 之 间 的 关系 

gm X i, (29) 
此 机 自然 积分 方程 。 在 下 节 将 对 若 于 典型 区 域 通过 其 它 途 径 得 到 
自然 积分 方程 的 具体 表达 式 。 Stokes 方程 组 第 一 边 值 问题 (17》 
的 解 由 Poisson 积分 公式 (27) 及 《28) 给 出 ， 而 其 第 三 边 值 问题 
C18) 则 归 化 为 边界 上 的 自然 积分 方程 (29), 

设 


DE) = 2n D |È ese dnds, 


Di, Žo) = | PA i OX Uds, 


FH Green 公式 (22) 立 即 得 如 下 重要 等 式 : 
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DR tN) = D(GI,2) — jh pdivàdzdz,, (30). 


其 中 m= dlp, = Pjr, (2, p) 满足 Stokes 方程 组 。 此 即 
Stokes 问题 自然 边界 归 化 的 能 量 不 变性 ， 在 这 里 芯 须 注意 , 除非 
divz 一 4， 一 般 并 没有 等 式 
D(H, 25) DC#,?). 
已 知 利用 Green 公式 (22) 可 得 第 二 边 值 问题 《187 等 价 于 如 
于 变 分 问题 (参见 [7617): 
R GpEew xo, eB 


D(#,3) — (p, div?) = [. PH VOEW, (31) 


(4,divi) = 0, Vee OQ, 


a (8,p) €W, X Q, ER 


PN , (32) 
Di, 7) = | g£*Zds, YEE WA, 


其 中 
W, = (2€ W|div? — 0}, 
于 是 通过 自然 边界 当 化 ， 边 值 问题 (18) 又 等 价 于 自然 积分 方程 
《29) 及 相应 的 边界 工 上 的 变 分 问题 ; 
R AEH CTY, HA 
DN &)-— E (24s, V2,€ HCT y, 


这 一 边界 上 的 变 分 问题 仅 以 s 的 边 值 而 为 未 知 量 而 不 含 未 知 量 
p. 原 边 值 问题 的 解 a 及 pp 都 可 利用 Poisson 积分 公式 由 a 求 
出 。 上 述 结 果 可 以 归结 为 如 下 定理 ， | 

定理 5.2 DEMO FAS Stokes 方程 组 的 第 二 边 值 问题 (18) 
等 价 于 区 域 上 的 变 分 问题 (31) 或 (32}， 也 等 价 于 相应 的 边界 上 的 
变 分 问题 (33 )。 

对 于 非 齐 次 Stokes 方程 组 的 边 值 问题 ， 同 样 可 作 自 然 边界 
归 化 ， 考 寨 如 下 第 一 边 值 问题 
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(33) 


— Añ + gradp =j, QA, 


diva — 0, QA, 

a= iy, LIE. 
及 第 二 边 值 问题 

—yAd + gradp = f, OWA, 

divi = 0, own, 

f, rE. 


出 Green 第 二 公式 《23) 可 得 


CO * hy G} 
EM pe * | did jl. [a * | yt 


(34) 
p= — | 7G Qo) * Bads + |l, Gy * ]dx,dx;, 
此 即 Poisson 积分 公式 ， 至 于 自然 积分 方程 则 为 
中 一 (M d e fdx,dx,, (f G, * fdx,dx, ; 
it à. Msz, ) - Xi, (35) 


即 与 齐 次 Stokes 方程 组 的 达 值 问题 有 和 相同 的 自然 积分 算 子 ， 只 
T Ics C. PIER, 

以 后 将 只 讨论 齐 次 Stokes 7; EE£ZH BS 22 BLUR] AAR 
化 ， 


$4. 典型 域 上 的 自然 积分 方程 
及 Poisson 积分 公式 
FRM Fourier 变换 或 Fourier RMBARRS EM 
DH ESRB LOE. BSR IA PRAISE Stokes Aj 
题 的 自然 积分 方程 及 Poisson 积分 公式 ， 
$4.1 2 HEX EH 


此 时 边界 了 即 r Bh. WEIR ym 0, P 上 的 外 法 线 单位 疝 
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za 《0 ,一 1)。 
1. Fourier 变换 法 
对 x 一 5 取 Fourier 变换 ,并 设 
U<E,y 一 F Culx,y)], i= 1,2, 
P(E,.y) = F Lplr,y)], 
则 方程 组 《5) EA 
LE 
: 1 dP 
4p 717 EU,— ur 0, 
iU, 十 2422 0. 
dy 


BL AK 的 常 微 分 方程 组 ,注意 到 yo 0, A 
Us,y) = (&(E) — |E| Lal) + 8(£)y1])e 7, 


UKEY) — [a(£) + 8(2)y1e "5, (36) 
P(£,y) = 258(£)e 9», 
其 中 alë) 和 SC) GE. UY —0 代 人 , 解 得 
alg) = Ui(£,0), 
PRI T —itU Ce D) + (E|U,CE,0), eu 
于 是 
DC) 一 [DG 0) 一 117UG 0) — i£yU(E,0)]e "t^, 
UAE sy) = [—i£yU CE ,0)-UCE 0+ {Ef UKE 0 e038) 
PCE,y) = 23[ —i£U.CE 0) + [ELULE ,0)1e 7。 
利用 Fourier 变换 公式 


"leva cix 
iim pa 十 "syl we iEe 5, (39) 
Tp xd 4- F ia — [Ele i, 
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对 (38) 式 有 取 Fourier 道 变 换 , 立 即 得 到 Poisson 积分 公式 


"T 2x!y 2xy! 
(x, y) AE any x a(x ,0) + (a! + yy x u(x,0), 
ï SEEN. EREMO TS ee GNE 
x, y) rp SF x* u(x,0) + a(x + yy * (1,0), 
(40) 
ny OEE S eee 
px ,y) pec * u(x ,0) 
y — x 
e $01, y» 0， 
进一步 注意 到 
Da a 
«(2n ts 
nc) Tu 045 07 _ Oy Ox 
pa ~ ls il |- i ,Bw eS 
EO Oy Ty 
取 其 Fourier 变换 并 将 《38) 式 代 人 可 得 
S [a] [£[U,C5,0) 
= 2 2 
tl : [Herde A 
利用 Fourier 变换 公式 
£[--|-u. (43) 


取 (42) 式 的 Fourier WEK RARE 2 — FRA, SBR 
rLH BARRA 

$ o 
gı (x) xi! ux ,0) 
i > 1 |* Es eH? 


0 — a 
zx 


我 们 也 可 将 Poisson 积分 公式 (40) 代 入 (41) 并 利用 当 y 一 0+ 时 
的 广义 函数 极限 公式 得 到 444) 式 
«c in [Apo a ia IBEX 


Oy Oz gots Ult 十 y?? 
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j | 2 š 
+ HU — 39») 2 * «,(x,0) 


n(x? + yy 

+ + u(x,0)} 

* [5 GS] ence} — Bence, 
ioc de pede pens re qe) 

" eund xu (2,0) 十 Poa 

+ (2) ecl un 250)} 

-me C32] non [- 
+ tin (2)(— ze) ente] 


TS a 米 2a(x30)。 


2，、 复 变 函 数论 方法 
在 本 章 第 2 节 中 已 给 出 了 Stokes HAA MAS BBR 


示 式 (8)。 今 利用 这 一 表示 式 推出 上 半 平 面 Stokes 问题 的 自然 
积分 方程 。 将 》 一 0 代入 (8) 得 到 


(4,0) 一 Re[ 一 ps)xz + g(x) — (1 一 RePCs)1 一 ， 
xxzs0) 一 Imig (x)x + p(s) + 6601-7 ImGG|,—, (45) 
p(x,0) 一 一 49Reg (x), 


其 中 pl) 及 eG) 为 如 上 解析 函数 ， 


F(z) = —o'GOz + pls) — ple), 
Ge) = ge + ols) + D. 
另 一 方面 ,利用 张力 张 量 的 复 变 函数 表示 公式 (16) 可 得 
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In = 一 caKx;0) —2nlm[g (x) x + p(x)], (46) 
gx) = —on(2,0) = —2g3Re[q" (rz 十 29fx) 十 中 (xs)] 。 

因为 F(x) 和 GG) 仍 为 8 上 的 解析 函数 , 可 利用 调和 问题 的 自 
然 积 分 方程 (参见 本 书 第 二 章 54) 开 (45 ) 得 到 


P + TERES [2 Rer)| 


y=0 


8 
= — Re—— F 
e ay (x) 


a ener Cz) " 一 [mF el 
一 一 Infio C(x)r + p(l, 
及 | 
m zz] 0 
- au 0) [2 ImG (a) | 


一 一 E imG G)| 一 一 E ReGG)| 


y=0 了 一 


NA G(x) 一 —ReG'(z) 
Ox 


一 —Re(q" (x)x + 2q' (0 + d GO, 
FLD ALFA TT RHEA Cauchy-Riemann 方程 .将 此 二 式 与 (46》 


式 比较 即 得 


ats) 一 一 = * u(x,0), 


2q 
a(s) = 一 Vd Ex). 


此 即 (44) 式 . 由 此 式 可 见 , 上 半 平 面 Stokes 问题 的 自然 积分 方程 
有 相当 简单 的 表达 式 , 除 了 相差 一 个 常数 倍数 外 , 它 仅 为 一 对 互相 
独立 的 调和 方 圳 边 值 问题 的 自然 积分 方程 。 

$4.2 Q +BSRR 


为 简单 起 见 , 先 设 圆 半径 为 1, 也 即 @ 为 单位 贺 外 这 域 ， 
l. Fourier 展开 法 


* 379 0 


由 第 2 HEA, MALI) Stokes 方程 组 的 解 (3, p) RAR 
变 函 数 表示 (8)， 其 中 ple) 和 60) HBO BA HT PS 
Xx. X 


p (z) 一 > aur "s 
: (47) 
b(n) 一 58.2", 


By" O ys Be m B-a» n= 1,2, ooo, 其 中 a, Bs 为 复 系 
数 。 将 (47) 代 入 (8) 可 得 


u(r,0)— Rele — fo) + 二 [Caa 77 8 De? 
+ (a 一 Be") de 2, [CInl 
tg. X1 
a 2)Guai 25a" + (o, a B.)]e mete, 


Cr 0) 一 Ima, 十 Be) + A [Ca, + Bde”? 一 (a. (48) 


+ 84e 77] um 23 d 


-* 
usn, £1 


— |nlJaaaicznissar^ + a, + B.) signn)r "e, 


P (r, 8) 一 2n b» CIn| eo l)onai-iwigan! ed 
PHP 


TÉ 


«(1,8) = Relm — M) + 7 [Coi — 8.067 + Cm 


— 1 
— Be] + 2i x Uni 


RE 2 eK gf igas + Ga 一 Bile", (49) 


uy (1,0) = Im(a, 十 Bad + 4 [Ca + ge? 


* 380 « 


a A 


mm a 


"MA 


— (aa + 85e] 十 5 I signs 
ats +! 
x [C2 e E JG el -zwigno c, n. etn. 
再 将 (477 代 和 人 (16) 并 注意 到 单位 圆 外 区 域 在 边界 上 的 外 法 线 方向 
Mj #— (—cos9,—sing), 便 有 
& (0) = n {iai — 8.067 + Co — Bi)e®] 
& ST alial — Jaani- ba, — Bade }, 


-0 
nt, dl 


6) = in lC, + Bde — Coy + 2-071 
+ J aQ in| jaun- tos + 84167 | 


将 此 式 与 (49) 式 相 比 较 , 便 得 到 单位 图 周 上 的 自然 积分 方程 ; 


NON NOR 0 
| 4g sin? 8 | 
g CO) 2 ss 1 E 8) 
pon | DU —— Es | a 
d4xsin? — | 
此 外 , 设 
(1,0) 一 >) a.d, anm Sas 


4, C1 ,0) = > D Eum. P. — Bas 
其 中 a, 5 HSM, a, bu, i09 0, HEM. ESCA9DEC BEL BA 
Re(a, — By) ™ a5 Imla 十 Bod = bo, 
m a, ih, fi m 一 (qa, + ibi), 


fts "t ae za ib,, 
a M [Ca zx 2) a zz ay] 3 ilon + (s "E 2)5,. 1, 
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n= 2,3, 


代入 (48) 可 得 
u(r,0) = > g,r git 十 (1 = +) fL e0823 > Cinla, 


一 inb,) rme"? 十 7 in 20 >> (ina, 


+ [n|b,)r tein T 


Ha (50) 一 > bur tene (1-4) DE sin 20°53 Cala, 


r 2 
— inb,) r igit? — ses 20 De (ina, (51) 


十 | |b.) pital), 
p(r,@)— x | cos > (inla, — inb,)r ein? 


+ sin bi Cina, + Jn |B, )r e], 


最 后 利用 公式 
1 ` 7 iw ind r-—1 
—_ r e m a SR Na NR 
2x 2i 2n(l + r? — 2r cos8) 


= P(r,0), r2 1, (52) 

其 中 P(r, 6 一 9) EEZ MEIRAMA EE Poisson 积分 
核 , 凤 得 单位 圆 外 区 域 Stokes RÉS Poisson 积分 公式 
= r p l cos ma ð 

«(r,9) ~ PCr,0) kal1,0) 十 7 { 20 ( 7 2 


r? r 


* — 9. pe, K u 
x P(r,0)) #,(1,0) 88 PG ,0) (9 | 
+ sin EE H 

sin 20 | 88 PCr 6) (1,0) 
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+ (一 2 re, ae ejl. 


6198) — PCr 9), 0) +} {sin20 (77 2- 
x P(r ,0)) (1 48) — D PCr, Om ,6)| 
— «os 28 [2 P(r,9) ¥ (1,0) (53) 
— 

p(r,0) — m {cos [~ 2 UD) 8) 
-2 PCr,6)%m(1,0) | + sind | 2. PC r,8) 
ku (1,8) + (—r 2 PC) )wwa.9) |}. 


2， 复 变 函 数论 方法 
从 Stokes 方程 组 的 解 的 复 变 函数 表示 (87 可 得 


u(1,9) = Re( —o'(e9)e + pe) — ple®s)} 
一 Re F (2) | 15 

(1,9) = Im{p (ee + ple) + ple*)} 
一 imG(2)! a1, 

p(1,0) 一 —4nRep'(e”), 


其 中 
F (2) = —y'G) l cp) — fC), 
G (2) = p (a) ` + gls) + dle), 


另 一 方面 ,由 (16) 并 注意 到 8 7 (— cosb, — sin 0), A 
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£(8) 一 2«Re[q" Cet) — eg Ce) 
— etg (e^) eue), 
gp (8) 一 —24lm[g" (6/0) — eg (e) 
+ epe) + e Cea], 
因为 p(s) 及 o) ARRENAR A Fe) 及 G(x) 仍 为 
o ARRAK, AAR A DIR EA RAM £2 3518. 
辣 题 的 自然 积分 方程 便 得 
一 *0,0) 7 — 3 Re | 
Gr i 


4x sin? — 
2 


(54) 


= —Re D or) - Ree) 
Y 
P 


= Rel (e?) po e`’ g Cei?) mas eo’ ( e?) 十 e? ley] : 
E . 


—À xx10 — dme) | | 
Or i 


4xsin! — 
2 


一 一 Im 2 G(z)| = --Im[e'?G'Cx) ] 
一 Imp e) e g e) + p e) + ep Ce, 
将 此 结果 与 (54) 式 相 比 较 , 立即 得 到 自然 积分 方程 (50); 
g(0) = — — x u(1,0), 
4xsin? -一 
2 
g (8) rdi a. 372 ;85. 
4xsin? 一 
2 
由 此 式 可 见 , 单位 圆 外 区 域 Stokes 问题 的 自然 积分 方程 ,除了 相 
28 2» 倍 外 ， 仅 为 一 对 互相 独立 的 同一 区 域 上 调和 方程 边 值 问题 
的 自然 积分 方程 。 
3. 半径 为 尺 时 的 结果 
中 关于 单位 圆 外 区 域 的 自然 积分 方 程 650) 及 Poisson 积分 
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公式 (33), 利 用 简 意 的 坐标 变换 ,容易 得 到 关于 半径 为 有 的 圆 外 区 
域 9 的 相应 结果 ， 加 局 上 的 自然 积分 方程 为 
4xsin’ F pan 


aa a 2q 
gi 0) R ea 一 


相应 的 Poisson 积分 公式 为 ; : 
ui( r,0) = P(r,0)X su ( R,0) + p {cos 26 (-r2 
2 Or 


r 


x Pr, 6) ) #mC R48) 一 = P(r,6)* mC R06)| 
十 sin 20 E P(r,0)*4,(R,8) | 
+(—r 2 ror, oen]. 


a 
2r! Or 


u(r 0) 一 P(r ,0)* ( R,0) + 
x PCr, 6) jk (8,6) — 2 PCr 89% CR,9)| 
— cos 20 ES PCr 8) uC R,9) (56) 
十 (-: 2. P(r ,0)) usc 8,9], 
p(r,0) — a (cos (-7 2 PCr ,0)} en R,0) 
2 P(r,6) CR) + sind 
x E P(r 0) ¥ u(R,8) 


+ t 2 PG S0) pen (R, e) 


9 2 ow 


* 385 » 


其 中 
ri FEN R? 
nC R? + r? — 2rR cos) 
4. 极 沧 标 分 解 下 的 结果 
在 上 述 结 果 中 , à 30g 是 按 标准 直角 坐标 写成 二 个 分 量 的 ， 
E 到 和 了 按 极 坐 标 分 解 , 即 设 


i= Hg, 十 Hy -- "V6, + pees 


P(r,@)— SUPR, 


È- nc LË — g,£, + £585, 
利用 坐标 变换 公式 
(" — y cos + u, sin 0, 
nus m — u sin 6 + tco, 
[^ — 4 cos? — ug sin O, 
u, = u,sinO + ss cosO, 
及 
[^ “= p cosh + g,sin 0, 
gs = —g sin l + gcos, 
容易 从 直角 坐标 分 解 下 的 自然 积分 方程 (55) 得 到 极 坐 标 分 解 下 的 
相应 结果 ， 设 


Ko) 一 一 一 一 "E 
4rsin 7 


可 得 
g (8) 一 ri (CKCB) x u(R,0)] cos 8 + [K(0) sk ual R,8)] sin 8) 


= = {[KCO)* Co (R ,0) cos 0 — ug RO) sin 6)] cos 
+ [KC0) x (CR ,0) sinO + wo R,0)cos0)] sin 9} 
- z ([cos8K(8)] x ,(R,0) + [sin OK(8)] x u(R;0)) , 


HOL P {—[K(8) scia ( R ,0)] sin G+ [K(6) x mC R, 0)1 cos 0) 
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tm. T. {— LKC9) * (4,0 RO) cos? € set R,05)sín 851 sin 8 
+ [KCO)* (u (R,0)sin9 + ugl R,9)cos8)] cos oO} 
一 { 一 [sin 6K(8)] x u,CR ,6) 


+ [cos8K(0) ]:k w( R ,0)], 


也 即 
1 1 1 
= 8 37 "ix T 
8 4g sin -一 * = 
I 4 2n 2 
ga(0) R l ctg 9 — H + 1l 
2a 2 isla! 8 2x 
| (57) 
“oC R,@)2” 


r 


同样 ,由 直角 坐标 分 解 下 的 Poisson 积分 公式 (56) 可 得 极 坐 标 分 
解 下 的 如 下 结果 : 


z .一 
“u(r, 8) = | cos P(r, 85 + R! [coso(—r .0 P(r,6)) 
2r Or 


2 


RT 
+ ind 2 PO, 6) | bu R0) 


4 {sin PCr, Mp to [sin o(— E 
2r? or 


x P(1,8) ) 一 cos Ó 2 PC 0) e wo RO), 


ug(r, 0) 一 {— sn6PG, 0) 十 一 R [sao(—r £ (58) 


r? 


XP(r, 6)) 一 cos? 2 P(r 8] bs RO) 


2 p? 
十 {cosOP (r,0) — F 一 [cose (—r z- 


x Pr, 6)) 4s ded 2. P(r,8)|b ua R,0), 


prs 8) 一 a ([exe(—7 2 P(r, 0)) 十 sin 2 
xPtr, 8)| cs CR,8 + [sine (—r 2 
r 


— -8. r u 
x P(r, 6)) cos -8 P( s SG, D}, 
其 中 
r? 一 R? 
2z( R? + r! — 2rR cos8) 
P(r,8 —80') ERBY RARA AND E Poisson £i 


7273 


P(r,0) 一 ,r2R, 


$4.3 Q 为 留 内 区 域 


利用 4.2 节 使 用 过 的 Fourie 展开 法 或 复 变 男 数论 方法 ， 同 
样 可 得 关于 半径 为 R 的 右 内 区 域 的 如 下 结 妥 ， 
L Aeiio ETAR 


PEER A 
NO 


4a sin? 8 
2 


5 sin Q 2r [ — «( R,0)sinO + #(R,9) cos 8] 48 


za 
= RA p( R,8)46 
+ er: n j (59) 
ae [5 (R,9)sin0 — u(R,0)cos6]40 |, 
m 了 
"2 


oa 
Zag et pCR ,8)d6 
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„AAAA oo 


R? 一 r? a ` 
730) = P(r 6) 3k RO + E {e020 |È + 2 


x P(r, 0) jc R48) 十 pCr,0)¥ RO) 


十 sin 20 eo P(r 6) %* u(R,9) 


日 
+ (+2 pr,0)) kR O|} 
R=? 
Tx Rr 
+ ui (R,0 ) sin(9 + 8)]a40 , 
R—r f. ae 
u(r ,8) - P(r,9):X i (R,0) 十 2 | sin 28 [( J ar 


r! 


I [s.( RO’ )eos (6 + 8”) 


x P(r 0) ku R,0) 十 2 P(r,0) «R,6)l 
— cos 20 | D PC ea) (60) 
十 r 2 P(r ,8)) mR,0)|} 


RD r! ix 
十 及 二 一 | (CRO) sin (8 + 8) 
2aRr ia 


+ s ( R,8)cos(6 + 8)]49', 
g(r,8) = — a {cos iG 2 PCr 0) ul R 8) 


+ 2 PG.) uC R,9)] + sin [E o6) 


xu R,0) + ( r 2 P(r,0))x u(R,0)} 


?z 
l|" (R88, 
2a 4 


其 中 
pi — r? 
óxre R, (61) 


ee ZR + r? 2Rrco0) 
P(r, 0— 8) ERBA ROBNKIRAAT EN Poisson 积 


分 核 。 
2. Be pray E T Wea R 
1 l 1 8 
p A sin! 2 læ E" il 2 
E _ 27 2 
go) R E ctg e — l 
n 2 4zrsin? 2 


(62) 


MA E | > |" pR, 6)40 


ue R0) o | 
lu, (+ ,0) 一 ceseP(r， 0) + RU emo ( r 2 PCr,8)) 


i R? — 2 
" sin -2 200] -一 pes(, 8) 


r gt 
Eloro ee [sina(r 2 
L lr! Or 


x PCr, 9)】 + cos@ z Pc] benc, 


， 有 一 天 | 5 
ug (r,0) 一 |- sin OP(r, 8)4- 25 [sino ( r -2 
X P Cr,0)) + cos 2. P(r,8)] ps (R0) (63) 
+ 1coseP(r， a= Em Eu 2 
2r’ ôr 


x P(r, 8)) — sin 8 2. P(r ,8)| 
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E 
来 R,8 
4 2zRr HaC R, J 


p(r,0) 一 x {f eosa ( r 2 P(r,8)) — sin z 


x P(r, 9)|*wCR,6) + [áno r 2 P(r,0 ) 


+ cos ET P(r ,0)| uo R,8)} 


ie 
«i| p(R,0)46, 
2x jo 


其 中 P(r,9) 仍 由 (61) 式 给 出 。 
由 上 述 公式 的 推导 过 程 可 知 , 与 9 为 圆 外 区 域 的 情况 不 同 , 当 
9 为 加 内 区 域 时 ， “,(R,6) 及 w(R,0) 的 Fourier 展开 系数 a 
及 bi JUS Em TI: 
Rea, = Imé,, 
由 于 2x 2a 
Rea, = Jj ul R,8) cos 0d0 ,Imb, 一 -| #,(R,0) sin 040, 
上 述 关系 即 为 
NTC. — [" t (R,8)cos0 + ul R,6) sin 6148 — 0, 
这 正 是 平面 Stokes 方程 组 第 一 边 信 内 问题 的 相 容 性 条 件 《24); 
| 4, * ids = 0, 


ifii xs] LK R ER RU EI RS REA Je o d TF. 


$4.4 JL MSOF 

应 用 第 2 节 给 出 的 Stokes HHRANRHRSMRER, UI 
以 构造 已 知 准确 解 的 Stokes 问题 ,从 而 容易 得 到 下 面 一 些 例 子 ， 
通过 简单 演算 便 可 对 这 些 例 子 验证 相应 的 自然 积分 方程 及 Pois- 
son 积分 公式 。 
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sin 8 y 
Hy ue ———— ER es > 
r x -+ y 
cos 9 x 
fi, sd : = 4 
r Ei 
pb 


On, Ou; 2xy 2xy 

Bs t By OE Wr" 
此 解 相应 于 一 个 半径 为 R 一 1 的 无 眼 长 现 柱 在 不 订正 缩 粘 性 流体 
中 以 角速度 o=] 绕 其 中 心 加 均匀 转动 时 的 流体 的 可 度 及 压力 、 
此 时 流速 有 解析 表达 式 


r r 
将 rf = 1 RAR i r,9) 即 得 
4,(1,0) = —sinO, (1,0) = cosd, 
由 定义 又 可 算得 
On inay 4n cos Ü sin G 
pm opt dy -一 -一 — IN i el RR 
Lx Ee re E 
Ou, 9 oma — 20 x) 


Cx 十 yy 


~» 2n(sin'O — cost) 
7? : 
局 
oy (xz yy r2 
从 而 得 
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eH Ee} Ces caf 28. 


mo AFB ASS FASO TRES PER: 


= — oO | 
4xsin? £- 

oe Bx] A up 
gi 0) i __ 1 Lu 1,0) 

Ax sin? 9. 

+2 

; 4msin'-— [3 
id ; = 1 cos ô. 

4x sin? 2 


j aa 
" cos 01" 


这 正 说 明 此 解 的 Dirichlet WHS Neumann 边 值 确实 满足 自然 
P1405 £0). JEZ 338 Poisson 积分 公式 (53) 及 


P(r,8) (1,0) — P(r,6) 水 (一 sn6) 一 一 sine， 


P(r,0)51,(1,8) — PCr, 0)* cos = cosg. 
; 


|^ - PCr,0)| %e(1,G)— —r [P(r,0)*5,(1,9)] 


EE TOL CENE 
Or ro? r 


E P(r 8)| * 401,06) = PCr 0) x 1,0) 


= P(r,8):xX(— sing) = — 9n? 
; 
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a mp. N. 
[2 P(r ,0) 1,0) PCr 8) (1,0) 


a: P(r 8) (cas) rrr euo, 


UE. 8) = — 日 
| 5r P(r, e) * #,(1,9) r ar (P(r 6) 
m, fcosd\ _ cosd 
* 4 (1,8)] i Or ( r ) r’ 


其 中 


: -- 1 
P(r, 0) = ol 
(r, 9) 2x(r!- 1 一 2rcos6) 7 


BAH Dirichiet WH #(1,7) 及 4(1,9) 得 到 


u(r,0) = 一 =e, 


CA 


P 
这 正 是 要 求 的 问题 的 解 ， 于 是 Poisson 积分 公式 也 获得 验证 。 
鲍 2，、 仍 设 如 为 单位 名 外 区 域 。 易 验证 


in(r, 0) = 二 《cos38 + cos?) = 2x) — bey’ 


(+ yy’ 
1 v ， A 2xy 一 2y! 
ur, 日 ] = 《如 3 一 sin 9) = ay 
4 £g 
p(r,0) = x; cos 20 = 4n (24 yy 


满足 Stokes 方程 组 
ym + op = — (^ 二 cos39】 一 59 cos 30 om (0, 
Ox r r 
Sahak e - uv ime 32 din 36 一 0, 
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Bu, 十 OMe cos 40 + Ls cos 40 = 0, 
Ox Oy r? r? 


将 z 一 1 代 人 解 8(r,9) 即 得 
aps ,9) = cos36 + cos@, 
u(1,0) = sin 30 — sin 8, 
由 定义 又 可 算得 
Oy = —p + 2y Om 一 g, ZG — 2) 


Ox (ee)? 
aes 8y £03 8 (3sin'9 一 cos’) 
r > 


ll 
da= oy m p (È + Stn) — 6g — 2) 
8y Ox 【好 十 多 入 . 


_ 16% cos 0 sin Ó( sin?0 一 cos) 


+ 
r? 


3x 
MEA "QE 
-— sin^O( sin’? 一 3cos0) 
9 2 > 
f 
从 而 得 
| E E ^ 一 cos Â 
g C8) n fn) L— sin A" 
3 cos 38 十 cos 
jd sin 61° 


II RH EI 然 积分 方程 (50) 也 可 得 到 同样 的 结果 : 


SEE « 
4rsin? 8 
2 


; (8) “Mlt, 
lees E NE OE ane 
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2 [^ 30 + cos | 


E 38 十 ix 
Tijun3d gine!” 


这 正 说 明 此 解 的 Dirichlet 边 划 与 Neumann 边 值 确实 满足 自然 
积分 方程 (50)。 此 外 ,根据 Poisson 51473) 
P(r,0): (1,0) — Plr,0)*(Ccos39 + cos?) 


== L cos 36 T Jas; 
r r 


P(r, 9) k (1,0) — P(r,8) «(sin 38 — sin 9) 


一 一 sin36 一 二 sinb， 
r r 


[- 3 20) (1,8) m = p ð. [P(r,0):14(1,8)] 
Or âr 
"E cos 30 + E cos, 
r? r 


8 = ð. 
2 P(r,8) (1,8) — PCr,0)* ag A040) 


i 
J 


= 2 cos 30 —- 1 cos@, 
r r 


[3 POO] ~ PCr, 0) 1,9) 
-a — 3 din 36 — Sound 
r? r 


CO: MEA 
1 a PG.) 311,0) r ar [P(r,8):*:(1,0)] 
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- 3. gin 30 — 1 ind, 
r? r 


即 可 由 Dirichlet 边 值 (1,0) 及 «(1,9) 得 到 


Mi (r,0) 7 Fos 36 + 二 cosg + at 一 +) 


x {cos 26 [(3-eo se 十 I) — (3 coe30 
r? r rý 
— + cos8)| + sin 20 [(-3 039 
7 r 


= 4 sind) + (4 sin 30— + sm 外 
r f r ; 


=l ( cos 30 + cos?), 
r 


Cr d) 3 sin 30 — L sind 4 i( "a 


x { sin 26 (Z cos0) — e0420 (ao 


1 
y? 


一 一 (sn39 一 sin 8), 


6rd) 23 cos (A eese) + sing (— 2 sin8)| 


f 


一 H cos 28, 
k 


这 正 是 要 求 的 问题 的 解 ， 于 是 Poisson 积分 公式 也 获得 验证 ， 


$ 5. 自然 积分 算 子 及 其 逆 算 子 


由 第 3 节 已 知 ， 对 Stokes 问题 作 自然 边界 归 化 得 到 的 自然 
PYRE LGU FS, 9€: Hi ry 9 Hy. ERA 
节 又 给 出 了 相应 于 典型 区 域 上 Stokes 问题 的 自然 积分 算 子 的 具 
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你 表达 式 。 本 和 有 将 所 这 些 具 体 表 达 式 出 发 让 搂 研 究 其 性质 ， 并 导 


出 这 些 自然 积分 方程 的 反 演 公式 ， 
$5.1. 上 半 平 而 自然 积分 算 子 


EPR Stokes 问题 的 自然 积分 算 子 已 在 上 节 给 出 ， 其 表 


(64) 


达 式 为 
— in 0 
or 一 xx? et 
at 
或 记 作 
or = 2» |D} 9 i 
0 2» |D| 
其 中 
[Di = — = *. 
mx 
ER (DI HiMMRORS. bee EXE Stokes 问题 
的 自然 积分 算 子 .2 RS RITE 
1) KA 


i —co 
| mM 
阶 拟 微 分 算 子 ，E :HECTY Ho Cry. 
2) EE 

eu 0 | 
0 2nté] 

对 称 正定 ,其 行列 式 
ie 0 


一 Ap) “> 0 
0 zi Us ets 


BSS 4b RMF = 0 时 成 立 , 于 是 为 强 稿 圆 型 拟 微分 算 子 。 


3) 由 于 1D1 为 拟 局 部 算 子 , 故 . 光 为 拟 局 部 算 子 . 
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4) 9€ RAR 


d l (65) 
? WIN 
= <- -(- imlsl)s. 
{D| 
从 而 上 半 平 面 Stokes 辣 题 的 自然 积分 方程 (44) 的 反 演 公式 为 
1 
vue Mm e 
1 Ts 7 0 ——lnlxi ax) 


由 于 广义 函数 T 包含 了 一 个 5D 的 任意 倍 的 附加 量 ， 从 而 其 


Fourier 逆 变 换 包 含 了 一 个 任意 常数 ,于 是 S4 ”的 表达 式 中 In 
ls] 可 附加 一 任意 常数 。 但 由 于 Stokes 问题 的 第 二 边 值 必须 满 
足 的 外 容 人 性 条 件 (25) 的 第 一 式 : 


i gids = 0, i7 1,2, 
从 而 C kg 一 0, i= 1,2, Ehe 为 任意 常数 ， 于 是 FO 作 
X [ARTY], = (Fen rylfulds-0 上 的 拟 微分 算 子 是 确 
定 的 ,在 (66) 中 添加 任意 常数 C 也 是 不 必要 的 ， 
$52 ”加 外 区 域 自然 积分 算 子 
令 
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由 第 二 章 及 第 四 章 知 , 卷 积 算 子 天 为 1 MURIET. BRATH 
为 0 阶 拟 微分 算 子 。 于 是 在 直角 坐标 分 解 下 的 贺 外 区 域 Stokes 
问题 的 目 然 积分 算 子 可 以 写作 


KK 9 67 
=F p T ) 
MERED TUH 
m du —H 
Hams ü um (68) 
H K + 2, * 
它们 分 别 为 i T 
一 co 
上 |] E D | 
阶 拟 微分 算 子 ， 
为 了 得 到 自然 积分 方程 
g: C0) = 2(—— wR,0), i— 1,2 (69) 
R m 


的 反 演 公式 ,对 (69) 取 Fourier 级 数 展开 的 系数 ,得 到 
F le (O1— ILS Dn (RS 0)1, i-1,1, 


4 s 0 时 解 得 
FR = È F ug), i ~ 1,2, 
2n] | 
YR = 0 时 则 可 取 


F (uCR8)] = C; 1— 1,2, 
C1 及 C, 为 任意 实 常 数 , 和 而 gC 则 必须 满足 
Tg(0)] 0, i — 1,2, 
于 是 在 相 容 性 条 件 


| e0348 — 0, jaia (70) 


» 400 « 


被 满足 时 ,(69) 的 反 演 公式 为 
nCR,0) 一 = = In [isis eK 


au 
T | v;(R ,0)40, f -—- 1,2, 
2x Jo 


现在 再 考察 极 学 标 分 解 下 的 自然 积分 方程 


(8) = (— —1— t 1) xu, 6) 


一 i ctg Sud, ,8), 


g 8) — ^ -—l- ctg DER, 8) 


uic 


R 十 1). HC R ,0). 


4s sin! "i 


对 (72) 取 Fourier 级 数 展开 的 系数 ,当天 ~ 0 时 得 
F ale (01 = NAF Ds CR,6] 
+ 2 Cisignk)F glue R,6)), 
F lgo (8) 一 — 2 Gsignk) S Lu (R, 09] 
+ PALF D CRS8)1, 


当天 一 0 时 则 有 | 
F igle) 一 A F i (R,0)], 


多 ved6)] — ZF (GR 0)1. 
FEY 3e 0，A ss 土 1 时 解 得 


(71) 


(72) 


(73) 


401 * 


EE. c 
F [sCR,8)] 23(& — 1) {ikl ¥ uLEg CO] 


一 isignkF ,[ go 9) 3}, 
R TW i 
ABI) {isignkF ,f2,(9)] 


+ 1k) F fg) 1}, 


F QsCR,0)] — 


天 一 0 时 有 
F qsO,9)] =Š FO, 
Ji 


R 
F [uo (R,6)]  5- F La ()1. 
而 当 大 一 1 及 大 一 一 ! 时 ,(73) 化 为 
F 5) 一 A JF I (R,0)] 十 a iF Lu R,9)], 


in 


2 
PIF [4 (O60) + RF Di RO)], 


F igl 一 一 
及 


F nO) = a F [u(R,0)] 一 3 iF uel R,0)], 


F auk m ZI sin ROI EF abi R81, 
UL Rit CRGA BAR o8 


PEE — i [g(@)] 一 0， 


& a[gC9)1 + iF se)) 一 0， 
+h. BN 


| ee)cos 9 — g,(0)sin 0]1dO — 0, 
: C4) 


全 [g (8) sin 0 + g;(0)cos 0140 = 0, 
0 


注意 到 
and 6 — gf 8) sin 0 = g, (05, 
g C 8) sin 8 十 ga 8) cos 0 - g 9), 


+ 402 + 


QEF Stokes 方程 第 二 边 值 问题 所 应 满足 的 相 容 性 条 性 
| aa 0, i= 1,42, 
斑 此 条 件 下 有 


Fs RO +iF Lu (R,6)] — ~ F 2,081, 
对 


F abs (6) ~ iF ul] = È F Lgo, 
由 此 可 得 


lx 


1 | (R 
x 22 TRON = p EJ some 
+ [E (T corer —i ("ug RF eae] uo 
n QE e 一 ug RF ei" dg | e 


+ R -" g ie 40 : I R ier g -ið 
+ rd, e erag ei |" uR ewag] en] 


— E. a 1(8) + coséx (0) + sin Ox uy R ,8), 
dry 2an 7 


及 
I i [R fa 
a= >》 ， ee mm — dL 
2x 2a P. lal R29) Le pya iy | ge 8540 
ix n 
+ [ “a R, O Je dg e 十 Jj u CR ead ee} 
o 
R 1 
= UK ga) 十 -- cos Ox uy R ,6), 
dan x 
于 是 


“CR,0) 一 [HCO) + = co + Z] xeo) 
x zm 


— HO) k ge 8) + = sin Ok we R48), 
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un RB) — HO) (0) + UO 4 a EZO 


+ 二 cos0* uC RO, 
其 中 


~ vs Re 
iis a nnl k — 1) n 
R 1 


一 一 (- — cos Glo 
29 x 


8 


2 sin 一 - 
2 


ct 


Eck cosĝ = L), 
4x ix^ 


= iCsignk)R : 
H8) em 2 Tek — 1) cei 


0,21 
= È (4 sinon eee 1 sin ), 
2g \x 2 4m 


以 此 代入 上 式 便 得 自然 积分 方程 (72) 的 肥 演 公式 


s(R,0) 一 R i d din duin ANS 3 cos 0 (0) 
2y z . A | 4x 


1 8) 1, 
P ELI 2 sin il- OO, 


+ sin ox up R ,0), (75) 
x 


4o(R, 0) = È |Z sin "In 
Zn lx 


eee 
asin | 1 in | * 09) 


R l 
十 Ía |-= cos (ln 


. 9| 1 
2 sin $|- Lose] weto) 


十 1 cos Ok u R, O), 


w 


其 中 g,(9) 及 go(8) 应 满足 相 容 些 条 件 (74)， i 
《75) 式 右 端 的 两 个 附加 量 正 是 当 g(6) 一 g m 0 时 自然 

积分 方程 (72) 的 解 。 若 令 

cR N uol RO) sin 846 — C,, 1 


Hl 
| “CR ,0)cos Ó dO=C, 
* t 


» 404 « 


25 — ERRBR, N 


A jin 6 up(R,0) — C,cos6 + C,sin O, 
mc 

L cos Gk u(R ,0) — C,cos@ — C, sin 8, 
w 


这 就 是 说 , 当 EO e 0 时 自然 积分 方程 (72) 的 解 空间 为 
SET) — {Cicosd -+ Csin 0, C,cos 0 — Cising)jcceR}。 


[53 RAKE RRS WF 


FAIA ik Stokes 问题 的 自然 积分 方程 的 直角 坐标 分 解 下 
的 表达 式 (59) 及 极 誉 标 分 解 下 的 表达 式 (62) 可 见 ， 其 相应 的 自然 


积分 算 子 也 是 


阶 拟 微 分 算 子 。 同 样 可 得 自然 积分 方程 (59) 及 (562) 的 反 演 公 式 ， 


考察 直角 坐标 分 解 于 的 自然 积分 方程 
BC 8) 一 一 — 8. u(R, 8) 十 nsin.: 
4x R sin’ 18 Rx 


xf [—u,(R, 0) sin 0 + u,(R,9) cos 0140 


— et PCR Byd6， (76) 
2x 
1 in 5 cos Ó 
£O) EIE * CR, r 
4x Rsin? 一 


2 
m o, l 
xÍ [uC R ,O) sin 0 — u(R,0)cos 6128 


i sin 8 
| - = u KR, 840, 


WE Fourier GRRATHARK, SEM K-0,c1 B, 


“485 e 


F 2, (91 一 IIIS" nC Rs ODIs 


2 
F Le (1 — SIF [s (R,9)1, 
可 解 得 


[F pu (R,8)1 — È F aO 
j 27] kl 


PANES = zug F LLD 
当天 一 和 时 ， 
pis 一 0， 
F [eC] —0, 
此 即 相 容 性 条 件 
| ads -9,i-1,2, 


当 此 条 件 被 满足 时 ， 


. S uCR,8)] = Ci, A [u(R,6)) — C; 


(77) 


Z ig Ce) - A F [AR I)i 十 pie -AR,9)] 


T F [ulR,9)] — iF ates CR ,9)] 


| —iF quR,0)1) - Q8), 


F {2,(9)] = 4 F LufR, 8) + = (—iS _{u,(R,0)} 


+ iF [ul R,0)] -— F qu R,0)] 


— Fm (RO + "i SACR ,0)1, 


A mL eiC 9) m A F [uCR,6)] 十 {一 站 aGaCR 9) 了 


HF ta(RO] FH D (R,0)] 


+ 406 = 


+ i mR, 9)1) 一 > F pCR,0)], 


S qu 8)] — 2 Ag 
[£85] R -um R00) + 771 i 


X F [zX(R,8)] A7 697 iulR,0)] 
— Iu R,0)] — 5 (4 R,9)1) 


Ex F [CR,9)1, 


p 
357 [uu (R ,9)] — iF [uC R,O)] FA [S CR,8)] 
一 ?多 _[4,(R,6)] 
-2R lg, 
E. ior tai ++ FR,0)]), 
iS OR, 85] T 35 [CR ,0)] — iF abe R, O] 
| ee F _j[w(R,9)]) 
- 1E F il — LF LKR, I}, 
? 2 
] 多 ,Im(R，6)] + iF LR, O+ 3F D (R,8)] 
+ iF _[u(R,6)] 
-IRJA quta lora). 
L 2 2 
B [uCR, 8)] - S eC R,0)1 = RS _,[#4CR,8)] 
十 3 多 _[«(R,0)} | 
2R i 
TAF e+ > FARO, 
出 此 可 得 | 
F [2081 + i [gall 一 F [eC] 
+ HE u[g(9)) = 9, 
E 


© #07 2 


P [gX 8) cos 8 一 g C0) sin 0146 = 0, (78) 


于 是 圆 内 区 域 Stokes 问题 除 应 满足 相 容 人 性 条 件 《77) Sb, EA 
满足 相 容 性 条 件 (78)。 这 正 与 第 3 节 的 (25) 式 相 一 致 。 在 (78) 被 
满足 时 ,可 解 得 


F lu (R,0)1 = E LF iell 97 Leke) 


+ F [pCR,8)]} + iC, 


Fu (RO 一 {F lalt F e (0)1 


+ 4 .[pCR,@)]} — iC, 
SF (R,8)] — " GS ECCO) + S7 E eCO)1 
— i (PCR, AIF -- C, 
F Ds (R,80)1 — "a LF [80)] + 357 aL (8)] 
m: +iF [pCR Ol} +C, 
C 一 F UE [4(R,6)] —F D (GL,9)1) 
= -| v ( R,8)sin 626 
“为 任意 实 常数 。 从 而 可 得 


Ros 1 i 
e CR,0) m 2m 2; D d t k g (8) 


(ir. +i 


tL Re (F D G(,9)169]) + s CR,8) 


-S(t 


in OL -L 
2 sin = | a cos) x g(8) 
+ LE Gr qe) + F aL (0] 
x lin 


M98 » 


Meo. cts RIA Pm Me 


Sr C 0)))0 — C sin 0| + oia (8,8) 


-K {(- REM 
29 x 


* (2a 
i g,(8) sin 046 + 20s 6 | pCR, 948) 
t 2x 9 


2 sin en (8) Lino 
2 1 


2x 
+ sino (^ uR ,8) sin 648 
- 0 


J 


2x 
+ 由 | a (R ,6)46, 
2x Jo 


mR,0) — D g OD 


kie. 
DE Ref CR, 0) le] + Joss CR,) 


wm — - E 
Z 


2 sin A e S cos a} * g; C9) 
2] a 


2x 
+4 EZTI g(0)cos 9 d8 
x ly Ja 


Rp a ; R a 
+ —sinO| g(0)sin 946 + — sing 
2n ° 4n 


2 l 
x| KR, 8)d0 + C cos8} + Lu (R,8) 
0 H 1 


一 下 (- Lu is POLIT (8) + cos 8 


2m in 
x| t6) 03040 + L sin 0| PCR,9)d6 } 
pid 


ix 
— cos | uC R ,O) sin 646 
p; 4 i] 


HE] 
4 l| s, R ,0)48, 
2x ^ 


#4909 e 


BQ) 
«(R,8) = r ((- 二 ij ds ELIO 


an 
+ Lsne| g (9) dn 640 + cos 8 
m 0 2a 


TA iz 

x | PCR, 0)d6) + 4 sin | uC R60) sin 648 
0 J X 0 
1 2x 

十 工作 a c,0)46, (79) 
2a a 


&(R,0) = m {(- - inl2 sin A ) x ¢,(8) 


ix 
十 Loso| p, (8) cos 640 小 1 sno 
x 9 2z 


i ax 
xp PC(R,9)d6| 一 L cos ô i uC R , 0) sin 048 


i Cla 
Toe | wt R,9)d@, 
2x 19 


ER AARIA SC OM RRA A gO) 及 2.00) 应 满足 
相 容 性 条 件 (77) 及 (78).。 (7 OKRA i PE UD MST RK 
C, 一 » u(R,9)40, C, 一 -: (7 w(R,9)46, 


2 
Comet | uC R ,0) sin 048 
æ Jo 


怡 好 反映 了 圆 肉 区域 Stokes 方程 组 第 二 边 值 问题 的 解 的 三 个 月 
EE, 

FAT) — (CC, — C,sin 0,C, + C,cos8)l ¢,.¢,.c,ern} 
正 是 当 gí(0) + picos? = g,(0) + psina = 0 时 ,其 中 


- = T ro 
pad Jj pC R,0)d0, 
自然 积分 方程 (76) 的 解 的 全 体 ， 


+4106 


thw . MF, Wa. 


noon me 


g, (0) z( per a CR, 8) p 
7 = 


x( 去 cg 5) #uR, 8) 一 zh aR, nao, 


eo = 3 x (es ene, 8) B 《80) 
(Cg. 


FUR Fourier 级 数 展开 的 系数 ,得 当下 0 时 


F, [rzg(9)] 一 RLF CR, 0)] 


l | 
一 E Cisignk) Du (R,0)],. ! 


F Lg (8)] ~ TA (—isignk) F Lu CR,06)] 


+ PALF Da R,9)1, 
X k= 0 时 
[f LLON = FR — 9 L6), 
Le of gC P)] — 0, 
于 是 当 Ot 时 ,可 解 得 ” 
Fehr Fe COT. 
— i signi ,[g,(0)1], 


F Lf R, 9] m cus U siga Le (0)] 


+ dk [eC 6)]}5 


cT $1 1:5 


当 dot) 时 ,在 根 容 狂 条 件 
ECOC — ge 6) sin 8]20 = 0, 
è | d is 
" [ C8) sin 6+ g,(6) cos 0]d8 — 0 
被 满足 时 可 解 得 


F [u(R, i= FH gO iF [uel R98), 
9 : Ts 


F (8) — - F Le (01 - iF Leg R,8)1; 


M4RoON, AM KH EX 
人 exe)ie ~ 0 (82 
时 ,有 | | 
SI.(,6) 一 z {F [8(6)] 十 F Lp(R,9)1}, 
F AuR, D] = Cp — 
其 中 C, 为 任意 实 常数 。 干 是 可 得 自然 积分 方程 (80) 的 反 演 公式 


“(R,0) 一 K [E Leos 815 15a 8. E E us J * g,(0) 


-R |l sin oj jn - E J * g8) 
27 7 2 4n 


+ + sin Ox x%(R,0) + R kRO), (83) 
x xe 


uf R,0) = È ie sin gln| 2 sin € - A. gin e| * g, (8) 
Zn ix 2 4x 


+R [= 1 cos Bin 
2n 7T 


2 sin 0 - E 386 
2 4y 


l THAM 
lec) + (Food + d lak wel R19), 


e412 + 


to 


n^ 


其 中 g CO) 及 ge) 应 满足 相 容 性 条 伍 (81) E82), (83) AA 
端 含 三 个 附加 量 E 


C, m — d. \" u(8)sin dO, C, = L o u(8) cos 9d6， 
x Jo x Je 
qu ai I 22 7 
C, = 3s | uC R ,6)48 
m 40 


25 Z^ ETE, AIS 34 
g (9) + p, = gy (0) m 0 


时 ,其 中 ip 
p, a f pCR,8)40, 
BARDON AX 


ECT) = ((C,cos 0 + C,sin 6,C,cos? — Cising 
二 Cy lepe,cente 


$6. BARD AEH BRA 


本 节 将 不 借助 于 对 愿 微 分 方程 达 值 问题 及 其 变 分 问题 研究 得 
到 的 网 有 成 果 ， 而 直接 研究 典型 域 上 Stokes 问题 的 自然 积分 方 
程 ,特别 是 关于 圆 内 ,外 区 域 的 自然 积分 方程 及 其 变 分 间 题 的 解 的 
存在 唯一 性 及 正则 性 。 | 


$ 6.1 上 半 平 面 自然 积分 方程 
已 知 上 半 平 面 Stokes 问题 的 自然 积分 方程 为 


1 
xx? 
E(x) — 2n | pea, 0) = A h 
- m 
Hi Gi X. 
命题 5.1 由 上 尘 平 而 Stokes 问题 的 自然 积分 算 子 .2 导出 


的 双 线 性 型 DOR) ARE (HIT)! 上 的 对 称 正定 、 连 续 双 


143% 


线性 型 . 
Xt, A 7 RATA Fourier 变换 ,有 
DCH, D) 一 | 9,5 X dx 


"S = | [2n i£ {aC FACED 
de 
+ 2m [Ell Ein S) 128, 
显然 
DB, » io) a D(%,,%0). 
特别 取 2) — m, 18 


Ditty) m LV aml {li + IZE) dE > 0, 


等 号 当 且 仅 当 
-0, 
FAIT C9 m 0, 
即 
[ = CCE), 
UE) — C,8CE)s 
A; BB 


m - C; 

ux x) - C; 

EX rA C,,C. 为 二 任意 实 常数 ， 分 别 相 应 于 x 轴 及 Y 轴 方 
向 的 流速 。 若 限制 (C1, C1) € HFCTYCLATY, WHA C, — C. 
一 0。 于 是 O(%,%) 在 空间 HITY 上 对 称 正定 ,此 外 ,连续 性 
也 易 证 : 


| DC 921 <È | wie CHR Eu + Ta ad 


« |? ance + DÉC) oC al 
H --—o 


十 i24|7)*4r 


。 414 。 


EECA CAA 
证 毕 ， 


$62 圆 外 区 域 自然 积分 方程 


考察 直角 坐标 分 解 下 的 自然 积分 方程 
1 0 


ROLE Š G(R, 0) Ht, 


r "EP See 
4xsin! - 
易 得 如 下 引 理 。 

引 理 5.3 ”由 圆 外 区 域 Stokes 问题 直角 坐标 分 解 下 的 自然 
FIATA 导出 的 双 线 性 型 Ba, %) 为 商 空间 V — Hi(ry/ 
Zr) 上 的 对 称 正 定 、7- 椭圆 、 连 续 双 线性 型 , 其 中 AG) 
PEY = {CCC lencer}. 

证 。 设 


#(R,0) = > 2,098, d... ™ Ae, 


ue CR ,8) d > 6 e! bs, T bss 


va RO) m X dat ad a d 
则 有 
DB, P.) — 3 Do * K yds = R f DA * HA td? 
LIT 0 


T R a 
=æ ink 5 [sd] | "| 
-= 0 FILI b, 


415 = 


= trn Sele. 十 5... 


FA BD 
D, , fy) m DC, ,&y). 


FFE P = 5, EA 
DC hy, ia) z dan Slaa! 十 LARD. zo, 
HAS MBD 
Inl la,1? mE LIE = 0), z= 0,t1,42,-*° 
时 成 立 , 此 时 应 有 
a, 7 0, 0m 0, nœ), 
而 a 及 THERM, BED Be R(T), HETA DC, 
2) HAZET EKN EENET, 又 由 
DG A) 一 4m D>) lnl Cal? + tbai’) 
miim DS fia Cal + [del 
— "I nihhh team, (84) 
即 得 其 V- HAH. BZ.) 的 连续 性 也 容易 得 到 : 


|Digg} = | doen > O ERED 


& &xy 2) 0 + 9 Chay! fee] + ld! 14.1) 

cde SOS Cal? oe eet 

< 24 atory anile 《85 ) 
证 毕 ， 

由 此 引 理 便 可 得 如 下 定理 。 


* 416 * 


定理 5.3 Hib Aga Ee HT? AWARE 
| NT. sO, 422.2. 
则 相应 于 圆 外 Stokes 反 题 的 自然 积分 方程 (55) 的 变 分 问题 
R i EHT ;使 得 " 
| (86) 
Diy 52) xg F(A); V2, € H (TY 
在 商 空间 HITY AW) 中 存在 唯一 解 ， AAR PNT TR 
H £, RH AQT) BO), 
Fa) — |. z+ Dds, 
ib. HF E 满足 相 容 性 条 件 ， 可 在 商 空间 Hi(TY/ R (Tr) 
中 和 芳 察 变 分 加 题 {86)。 由 引 理 5.3 及 Lax-Milgram 定理 , 即 得 该 
变 分 问题 存在 唯一 解 。 设 s. 为 其 解 , 则 有 


— 22 
" 2 alli aac < Dig iy) - FEC) —R i &*ui,d0 


=R 


a2 
inf | B+ Ci, — 8)40 < Rl£lu-ta» 
| PERT Jo i : f 


A. ant ll — Autogas 一 RNB- lta» 
这 里 利用 了 g HERRER. d BDGEXOA AG £ 的 连 
续 依 赖 性 : 
(87) 


R 
lillura S Vit Fleeces. 
iE, | Pus 
利用 Fourier 级 数 方 法 ,也 可 得 如 下 正则 性 结果 ， 
定理 5.4 若 而 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 &e H'《T》 为 载荷 
这 值 的 半径 为 的 圆 外 Stokes 问题 的 自然 积分 方程 (55) 的 解 ，、. 


其 中 :全 ae 为 实数 , 则 ew H OY, H 


m V 2R.. 
loli t riam S — l latory. 


"417 。 


证 。 仍 设 
ARD xxi > aces as T 4, 
u(R,0) 一 21 ci? b um bes 
ERR BOR 
g» == EX lase’, 


a0) 一 z 2 inlet, 


— 
lé ntn 一 ie I, 一 Pellit 
一 inf là (CoC litery 
Cy: GER | 
一 2z Dnt Ya]? + 15 
TJ 
+ inf {Co — CO Os — Gf) 
EDOSICESV PRESIDE 
ied 
及 


Lilie = 2a Dr + 1Y (Mal) aa. + 18,19 


| , 
的 ] 2n 2, mn! + 1) Clas]? +. 15,1) 


a+0 


qs Xe 1*XC12,]* + 12,17) 


— P li tall it river. 


°413- 


从 而 得 到 
> A . 
lilla turnam S VC lata. 
证 毕 ， | | 
M s= 一 二 时 ,(88) 正 是 (87)。 


ER. 


(88) 


对 于 极 坐标 分 解 下 的 自然 积分 方程 (57)， 同 样 可 得 如 下 类 似 


引 理 5.4 HISAR IR Stokes 问题 的 极 坐 标 分 解 下 的 自然 
积分 算 子 OY 导出 的 双 线性 型 BCH.) HRB = HITY 


AT) 一 {(Cicos0 十 Csin 0, — C, sin 8 
+ C;cos0)| c, cent, 


证 。 设 

su R ,9) - M ae", Gs "e fas 

“R, 0) 一 > b,e'^?, bo, | bas 

(RO) 一 >) cueit, c, Ee, 

v R,9) 一 2 dm, d, das 

则 由 
puc eee efe i 
4rsim 2 2x ix 2 
o6 - 

iio ctg 8 — 1 十 L 
= 2 4zsim © ox 


» 419» 


ae 
Din, 5 一 | A D die R | 2, + Of id 
CU 3 [ni fSignn]ra, 
- ) 2a D6 sd. ] 
| 之 Í Rae EJ I 
eC aui ok bada) }, 
由 右 端的 对 称 性 立即 可 得 ”六 zw, 和) 一 D. 特别 取 a — 
fin E | 
DG) m 1 2e (3 Cn Caste LI) 


+ isionn(d,a, — a,b, Y] + ai + & | 


— 2y * 2n [Sfi 


2 
ati? 2 
n 


neg 
+ {jal = jibe? | +a + ob 0, 
ni" 
等 号 当 且 仅 当 
ee næ +l, 
a, + ib, m0, arb —0 
ATK. d 


Rea, — Im, = A C,, Reb, = —Ima, 一 : Cu 
此 时 
s (R, 8) 一 LG, — i Ce + F (C, -- iC,)e ^? 
— Cicos + Csin 0, 
mR, 9) = P (C, + iC Oe? + ^ (C, — iC, Je"? 


cd C cos uu C, sin B. 


° 420 « 


也 即 med) FE DG) 为 商 空间 AD AG) E 
的 对 称 正定 双 线 性 型 。 又 由 
Ilaran 77 inf, Ile — albar Lini, li 
— (C,cos 8 十 PT 
++ C,cos 0) | inq 


i iint TAD, 


titi == 


e Baie -haii 
+ hc "T 


SESPOP ACER 


axi 


— , 2 
+ 2/2 iof (Rea = i c) 


fy. C2 IK 


1 : L : 
+ (ims, E c) 十 (ime, c c.) 


+ (Red 一 1 ca) |} 


= 2x] 3 is Clayi? + i bul?) 


peo 


+ v 2 [CRea, 一 Im} + (Reb,-+Ima,)'I}, 
可 得 V- mb | 
DG AR) m 1m 2 { Dal — LXI + bel?) 


Tn 


|a, 十 iCsigns)b, [7] + a; + vt 


* 421 * 


| $1 Qal = 1an jt- 02:12 4e ad 


-_ 
ris b, +) 


wok bi + 2[ (Rea, — Imb} + (Ima, 十 Red, If 


> 22 jalaran (89) 
"E ! 


Din 3) 的 连续 性 也 容易 得 到 : ' ‘= 
六 ap) = 2q * 2m {DY Lund Gaz, + b.d.) 


+ isigna(5,c, — a,d,)] 十 Goco + bude ) 


& 25* 2af D UnlClo Hell + 16,1 [del 


+ (jo) le] + 1a,112,12] 
+ 2[CRea, 一 Imb,X Rec, 一 Imd,) 


小 i Reh, 十 Ima, )( Red; 十 Ime,)] +- Bgl, 十 bd, } 


< 25 ad D Clai + DU B IC Le, PH ld, I 
十， 
+ (Ca: ODAC el + di) + 2[ (Rea; — lmh, Y 
+ (Red, + Ime, ¥*]*[(Ree, 一 Imd,” 


+ (Red, + Ime 1t] 


3 E Z 
<= 2y * max ( a x 2 ) [5 l] guiam ||P tmm 
5 


" 2 2 nli | tarta Eo ltr. (90) 
由 此 引 理 便 可 得 如 下 定理 ， 
定理 5.5” 若 边界 载荷 Pen (ry 满足 相 容 性 条 件 


©4226 


a [e (8) co58 — gal?) un opem — p, 
全 [g, C8) sin 8. 十 gel 9) 0086140 -(, 


则 相应 于 贺 外 区 域 Stokes 问题 的 极 举 标 分 解 下 的 自然 积分 方 和 
(57) 的 变 分 问题 

ub 2,€ Ht(T Y, 使 得 

D(&,,2, 一 FO), Ve Hi(TY - 
在 商 空间 HÉ(TY/ ACT) 中 存在 唯一 解 ， 其 中 sr) 由 引 理 
5.4 给 出 ， cb pc f | 


(91) 


jz | Hoar < R izi He 


其 证 明 与 定理 5.3 的 证 明 相 同 。 类 似 于 定理 5.4, 同样 可 得 相 
应 的 正则 性 结果 : 


(92) 


5R .. 
[DA SS 2n T ary. 


M m x at, (92) 正 是 (91), 


$6.3 加 内 区 域 自然 积分 方程 


对 圆 内 区 域 的 自然 积分 方程 (59) 也 有 相应 结果 。 由 于 对 于 
Stokes 内 问题 ,其 第 一 边 值 必须 满足 相 容 性 条 件 


f Ho* Ads = 0, 
从 而 将 限制 在 子 空间 
H(f)- UE mcry il a » Adem o} 


中 讨论 自然 积分 方程 (59). 

引 理 5.5 HANK Stokes 问题 直角 坐标 分 解 下 的 自然 
积分 算 子 导出 的 双 线 性 型 DCi, 7) 为 商 空间 yV = HC PAY) 
上 的 对 称 正定 、V- FA EAR, RR 


a424> 


HCP) = ((C, — C,sin0, C, + C4cosOD|e1,65, 0 € K}, 
证 ， 仍 设 s a 的 展开 式 如 引 理 5.3 中 所 示 , 于 是 
DCi, à) 一 f, 2,* Kids = R 1 a, © K üd? 
0 


= 27 > 22(2,, d,) in j Id 


0  [n|Ji5, 
1 

2r m C 

ee | vi R,0) sin OdO | {--#,(R,0) sin8 
w b 0 

+ al R,0) cos 0140 

ix 2x 
—2 | eR,0)cos000 | eC R ,8)40 

I 0 


+ n v,(R ,8) cos 840 | [uC R,0) sing 


— u,CR,6)cosd]dé 
R 2x 2m 
= | vR,6) sin odd | pCR ,0)48 
0 


ge dt 


- 2n* 2x b In|i(a,c, + bdp) — 25 * 2x(Ima, 


十 Reb, Cline, 十 Red.) 十 2s Rp lmds eS Reci), 


其 中 


a= 
pa = + |" pCR,0)d0, 
2m jo 


由 于 EHC), W Ree m Imd;, Mri 
Di, 85) = 2y t x > IniCa,C, + brda) 


— 29* 2x(ima, -+ Red, (Ime, 十 Red,), 
BR DOES = DO), BAM 0, = dV, EA . 
D(a, y) = E $3 2xlal(ia,}? + 105, ]*) 
nap0, kt 


+ 424 9 


十 2e Ula + 2 16 一 《Ima + Rel] 


am 2nd > 2x |n | Cla, |! + he "+ 2x{ 2( Rea} 


raed i 
-+ 2(lmb, P + (Ima; — Red] ] = 0, 


等 号 当 且 仅 当 
di =b,—0,n%0,t1, 


Rea, = Im^, ™ Ima, 一 Reb, -1] 
Bir, i 
gt Gis b, - C Ima; = Red, -— > C, 
的 为 实 常 数 , 此 时 


u( R,0) 一 A Cse™ — a Ce + C, = C, — Cy sind, 


1 . 1 , . 
wR ,0) = 7 Ce”? 十 > C, 十 C; im C, + 'C cos 8, 


也 即 当 且 仅 当 HE AY) 时 OH, i) 一 0。 于 是 DOES 为 
HPA) 上 对 称 正定 双 线 性 型 ， 又 由 
lé ava 一 4E. |, — Pillide» 
-az| Sarera iÀ 
nib Èl i 


! a i 
+ „dtf la 2 b: mu 2 Gs 


1 
pie 


— 2x4 S Vi + Cie + 161) 


-7a 
#40 t: 


+2V 2 int (Rea? + (Imb' 


2 — 
+ anf 2 


; + (a, 一 CO + 《加 一 e» 


425 + 


ze (Ima, - S )« (Red, 一 2)]] 


> fl + 9! Cla,[* + TADI 


— 
LE PE JI 


i ra V2 [2( Rea, + 2KIm Y 


十 (Ima, — Reb)!j i, 

可 得 V- PERE: 

DG) = 28 2n { SF nC + 1L) 

^o 2(ReajY + 2(Imb,Y + (ma, — Reb)! | 
RALIS D M v Clas + 65.1) 
十 T 3 [2¢Rea,} + 2(Imbi)! + (Ima, 一 Red, )?] | 
Dear V 2 alli leyac. (93) 

Dayo) 的 连续 性 也 容易 得 到 ; 


| Diy, 2| 一 2s 


Ends + Od)” 


= 2x( Ima, + Red, Ime, + Red.) 


= 27 b 22 |n|(a.c. + bud, ) + 2z[2ReajRec, 


ad 
LE E | 


十 2Imé,Imd, + (Ima, 一 Reġ) Ime, 一 Red,)] 


< 28 [ 32 Vi Fw Cost eal + ILLI) 


426.2 


e mA 


“++ [2CReai)? 十 20Imt + Cima, 
一 Reb, Y]$t2(RecY + 2Cmd,) 


«+ (lme; 一 Red, )']#} 


s 2l all manae neye (94) 
JEH, 
EDEIE- Y IE EON n 
定理 5.6 Hw Feary 满足 相 容 性 条 件 


ir 
| F(0)48 = 0, į ma 1,2, 


[^ La O)eosd — gi(0) sin 6140 = 0, 


出 相应 于 圆 内 Stokes 问题 的 自然 积分 方程 (59) 的 变 分 问题 
R EHT), EB 
i (95) 
D(3,,2,) = FCG), V9, € HCT) 
在 商 空间 H(T)/SE(T) 中 存在 唯一 解 ， 且 解 连 续 依赖 于 给 定 载 
“ig, Km 
F) 一 | z ' 2ds, 
ACT) an3| 理 5.5 中 所 示 ， 
证 。 由 于 op 满足 相 容 性 条 件 ， 可 以 在 商 空间 H(TO) (T) 
中 考察 变 分 问题 (95)。 由 引 理 5.5 及 Lax-Milgram 定理 , 即 得 该 
变 分 问题 存在 唯一 解 。 设 m, 为 其 解 , 则 有 
V 2 allia < DOR. R) 一 FG) 一 R | + dO 


iw 
nf R | EACE ET 
0 


-- 1 
Ves» 


<= Rügla-hys inf A — boll erar 
BERT . 


H 


x Ri Zl) uolui Hg»sq | 


这 里 利用 了 相 容 性 条 件 ; ` 


a427» 


人 [gi BC 一 Csing) 十 eofgc + Cscos 8)]148 


CATOL ERATO 
+ Ci) [e(0)cond — g(9) sin 100 — 0, 


- 


于 是 得 到 解 对 已 知 边 值 E ERRE: 


ZR . 
iall Hqyag) * v Hl aar. (96) 
证 毕 ， 
REER n FENER, 


定理 3.7 £ me H(T) 为 以 满足 相 容 性 条 件 的 Benny 
Aa AS EH RASA Stokes 问题 的 自然 积分 方程 (59) 
的 解 , 其 中 
1 
:> 一 二 
为 实数 , 则 ae H++Xr》， B 


2R 
lal. at Hoyer S ux Ell rcr. 
X. (p 


uu R,0) = 5 a,c’, a. , ™ Buy 
mR ;0) = > be", b." Pas 
则 由 自然 积分 方程 (59)。 可 得 
2 2 » 2x 
g: (0) 一 » 2; [ajae 十 py sno Jj [—54(R,8)sin8 
+ 4 ( R,0) cos0]48 — cai N pC R,8)48 
2 s 
= = 2, [je 一 [S tit 十 Reb) + és | a? 
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十 [S i(Ima, +. Red) e Pe, 


& (8) -2 >» In | b,e!*? — [- [w,( R ,0) sin 8: 
— u( R,0)cos8]49 — 208 N p(R ,8)48 
2x a. 


27 2 " | 
= 元 S |s|b.e%? 一 » (Ima; + Re) 


-iR| mes i Red -i| -ie 
are id p (ime + eb, ) 2 $ 


其 中 


ix 
p = L|" Ree, 
Za Jo 


于 是 
Wiehe tum ys pace) x gt lē — (C, 
CpoC,CcR 


— Csin, C, + Cicos0)|| 5e 


- à. D> Cn? LYM agi? dbnl?) 


— +) 


+ PL 2x (e — CF + (h — er 


ers fel enn be) 
一 2x > Co H VHC as? + t,t) 
Cin iat for [oe + (ima Sey 


r DE 
十 (Reb, = + Cs) + (Im^)! } 


e 429 e- 


man S Y Cla? + 16,19 
amd, £1 


+ FH ea) + 21mb) + (Ima, — Reb}, 


lilli«rs — 22 3 Gra ly (int Cet + 119 


el. +l 


十 2x * 2! | | d, 一 a (Ime, + Rek,) 


a 
— ra ta h 一 “a Cima, 十 Reb) + ifs] 


mae D I Gl ysCou + [bal 


—- 
tæ tI 


: 2 : xf 
+ 2a * 2^ (a Rea, = & | + 2 gi me 
2 
— Reb,» 十 As im, 十 ^) ^ 


注意 到 由 于 H € HCT), 从 而 Rea, 一 Imé;, RA 


2 = 
lier = Ee 91 Gr Yea, + Lu) 


nèl. 


op 2%! [ Rea? -+ (Im^)! + 7 ma 
z 
— Reb,» 十 2 nl 
M 5 x 2 Hin |? | 2 
> gr fy D (1Y Ga, + 18,19 


-o 
9 590, 3-1 


F2'[2(Rea Y + Z(Im&! + (ima, 一 Reb] 
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2 : z 
>t i| D) O AYCA? H DLP) 
n pisl 
+ 2*"'[2(Reai Y + 2(Imb, + (Ima, —Reb;)}*1} 
ex a lo Ernte rar 
由 此 即 得 


2R 
ee 


lt etter S ell ten, . (97). 


urbe. 
x s= — ol RODERO), 


由 证 明 过 程 可 以 看 出 (97) 式 右 端的 系数 是 木 能 改进 的 。 例 
如 取 | | 
u(r, 0) 一 cosÓ, 


" 
ur 0) = 一 pines 
Ly 0, 
其 第 一 及 第 二 边 值 分 别 为 
u( R,0) — cos8,. 
rue = — sin, 


2 
ail) = : cos, 


23. | 
gx0) x ums g 58. 


易 验 证 G) WEBAK EE Stokes HEA, 且 其 边 值 满足 自然 : 
积分 方程 (59)、 于 是 由 

lis at rir a = 2°* 
X 
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izles = 2 a 
可 得 


SIR.. 
IERI H Hamn Un 一 区 tal HITY 


本 69 中 的 等 号 是 可 以 取 到 的 。 町 周 样 的 方法 也 可 以 说 明 前 面 得 
到 的 不 等 式 (88) 及 (C92) 中 的 等 号 也 是 可 以 取 到 的 ， 
对 于 极 坐 标 分 解 下 的 自然 积分 方程 (62), 则 有 如 下 结果 . 
引 理 5.6 ”由 贺 内 区 域 Stokes 问题 极 坐 标 分 解 下 的 自然 积 
-分 算 子 导出 的 双 线 性 型 00,2, 为 商 空间 V 一 HET) 
上 的 对 称 正定 、V- 椭圆 .连续 双 线 性 型 ,其 中 
HCT) = {8,€ HECT | fées oom, 
BT) = {(C,cos8 + C, sind, — C,sind 
+ Creos 十 Ci) \6,,c,.c.eR}. 
证 。 仍 设 w(RQ0), u(R, 8), v,CR, 0), og R, 0) 如 引 理 
“3.4 中 所 示 , 并 注意 到 


8 
f v(R,0)40 — 0, 


zen zs. d. 
an 


一 下 | pCR,8)40 | v,C R ,8)d8 


ine 

=a 

* 

t2 

a 

—— remy 

a 
(Me 

m 

^ 

a 

w 

&, 

LJ 

"an 


十 Bafi 


= 273° 2x Ix [ini (Coss + beda) + isignn(buz, 


=? a.d, )] 5 Bylo L, 
um A D(2,, ty) D(3,,2,), R 


ay 4:32 e. 


ITa 


DC d.) m 27 Be | STE Canl? + [PotD 


"oan 
+ isigan hni, 一 a,b,)] 十 a} 


一 n+ 2x [Sfi 


l 
8, +1 ru 


(Ini — gie | tal 20, 


S54 BS 
gs 十 ! 4 eerie Os 
b, = 0, nœ 0, 1, 
a, = 0 

时 成 立 , 此 时 


Rea, - Imdb, am > Cis Red, - —|ma; 一 + C;; b, - C, 


为 任意 实 常数 ， 于 是 当 且 仅 当 € ACL) 时 DG A) m 0, 从 
而 Dat) 为 HCT)/ 统 (T〉 上 对 称 正定 双 线性 型 ， 又 由 


Woliera 一 inf jj — (Cacos + C;sin0, 
C-E GER 
—C sinf + C,cos0 + C.) lid» 


= 2x 1 S Ai + (jaa? + LAD 


-} inf d ba [ia -+(c.—ic)| 


+| — 1. +i¢,){| 


Abi ae ee C, al] 
GER ; 


9433 


— 21 5 VIFA E + II) 


T» 
十 V 2 [(Rea, — Imb) + (Reb, + TM 
可 得 V- 椭圆 性 : 


DG) — 28 2a {S Cln] — DOCU I + 18,1) 
+ ja, + (signa), l7] + a | 
= 2u 2a f SS [Cos 一 De + 10,12] 


+ 2[(Rea; — fm) + (Ima, + Reb Y] + 中 


2 ^T lal rna, (98) 
DCi, Pa) 的 连续 性 也 容易 得 到 : 


DG) m 2n 2 |S) Cla land, + ba,) 
aD, +} 
+ isigan, 6,2, 一 a,4,)] + 2[CRea, -一 Imé, (Ree, 


— Imd) + (Red; + Ima,)(Red, + Ime,)] + asen | 


& 2321 E iCal + Del e LIAC, 
adli 
+ [dE 2 (Rea, — Imb} + (Red, 
+ Ima,)*]#[(Ree; 一 md, + (Red, 


+ Ime,Y]t + lel } 
3 PS -+ 
= 2gmax (Ur V2 2 1) E servers ell ner 


Y 
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= 24/ 2 allis] uyam Ball geryairye (99) 
申 此 引 理 使 可 得 如 下 定理 . 
定理 5.8 HAARA PeHCRTY 满足 相 容 性 条 件 


Te(e)cos6 — go(0) sind 140 一 0， 
Wize sin? + ge(9)cos9]40 = 0, 


2x 
| go(8)d8 — 0, 
4 


WAAL AA Stokes PARR Eo FIA ARAH (62) 
的 变 分 间 通 

eg ñE HCT), HR 

DC, 2.) = FC), VO, € H(T) 
在 商 空间 HOVA) 中 存在 唯一 解 ,其 中 ACT) 由 引 理 5.6 给 
出 , 且 解 x, 连续 农 赖 于 给 定 载荷 E: 

5R 
i lla ay, (100) 
其 证 明 与 定理 5.6 的 证 明 相 同 。 类似 于 定理 5.7, 我 们 也 有 要 

应 的 正则 性 结果 ; 


5R l 
iBall tirar) S n Ellum, s È Ug? 
BOR SEX ERR S BE EY 


loi eryscr S 


(101) 


$7. 忌 然 积分 方程 的 数值 解法 


IAB ISHS SRA Stokes 问题 的 自然 积分 方程 也 可 用 积分 
核 级 数 展 开 法 求解 。 本 布 将 首先 给 出 采用 分 段 线 人 性 单元 时 刚度 矩 
省 的 系数 计算 公式 ,然后 得 到 近似 解 的 误差 估计 ， 

REG RA BINDER RQ 上 的 Stokes 问题 (18)， 它 等 
价 于 区 域 上 的 变 分 间 题 (31) 或 (32)。 由 第 4 节 已 知 ， 这 一 问题 还 
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可 归 化 为 边界 上 的 自然 积分 方程 (55), 即 
20) 一 一 一 二 一 «Ku R58), 


4xRsin? — 

2 
j (102) 
T «wu R,8), 


4x R sin? == 
2 


g, CO) "UIT 


其 中 给 定 载荷 边 值 【ge)e HITY, HEARSE 
| ee)as —0, i 1,2, 


E ES RB,3 57 2(102)fgmp2E— AT) 中 函数 的 意义 
下 在 夏 唯一 解 , 其 中 

(T) = {CC C1 Cr, C, € Rl. 
故 为 求 得 确定 的 解 ,应 附加 条 件 以 确定 实 常数 ORC. SA 
积分 方程 (102) 相 应 的 边界 上 的 变 分 问题 为 
p ác HITY, HE 


— G C (103) 
Dla,, 0) T Ey), Wo, € HCY, 


其 中 
六 (zz = R | Bb + Aido, 
f(a) —R | - 2,46, 

2 为 由 《102) 定义 的 自然 积分 算 子 ， 已 知 DOS, 2, 为 商 空间 
Hi(ry/ ACT) EAR .连续 、- 檐 图 汉 线 性 型 , 变 分 问题 (103 
在 H:(TY] (T) 中 存在 唯一 解 ， 注意 到 ROC 和 恰 为 单位 圆 外 
Stokes 问 题 的 自然 积分 算 子 , 故 DONA) 的 积分 核实 际 上 与 丸 无 
关 ， 对 于 半径 为 尺 的 圆 内 部 区 域 ， 也 可 由 自然 积分 方程 导出 棚 应 
的 变 分 问题 , 共 得 到 类 似 的 结论 。 

值得 注意 的 是 ， 在 直角 坐标 分 解 下 得 到 的 相应 于 圆 外 区 域 的 
Stokes 问题 的 自然 积分 方程 (102) 有 特别 简单 的 表达 式 ， 除 了 差 
2n 倍 外 , 它 实 际 上 内 是 一 对 互相 独立 的 相应 于 图 外 区 域 的 调和 边 
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值 向 题 的 自然 积分 方程 ， 这 就 使 得 其 数值 求解 航 为 简便 。 


$7.1 刚度 矩阵 系数 的 计算 公式 


HERTENS, RETEST 上 的 分 段 线性 某 函 数 
Me (LO) (ABI BBS), BR {Li(9)}CHiCT)， 设 由 
(LK80)) 张 成 的 HIT) 的 子 空间 为 5;(T)， 便 得 到 变 分 间 题 
(103) 的 近似 变 分 问题 
R HES TY, HB 
Das at ED ee 
HF RARER DQ s. 的 性 质 及 SQ(T)CHI(r), Lax-Milgram 
定理 依然 保证 了 变 分 问题 (104) 在 商 空 间 OYEC) 中 存在 
唯一 解 。 设 


ài = (D1 UE KO), Sv»). 
P1 im] 
其 中 Ui 及 Vi,i 一 1，,.…,N， 为 待定 系数 ， 干 是 由 (104) 可 得 线 


性 代数 方程 组 
pus (105 
也 即 
as - B, 
QiV = C, 
其 中 


U —(U,,:--,Uy)?, p (Vi,-**,Vy)*, 
B = (bist tts bR ， C = (e, IZ , 
Qu - [45$ ]. i-o Å = 1,2, 
b= R| gO)LA0)a9, ci R{ EKOLO, 
GP = DCL;,03L;,0), qf? = D(O,L;:0, L,), 
tf - 1,2,:*-,N, 
TU SR — 3E Jr ADR CERRAR TS, ERR BE RD E 
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Qu 0 
e-i; " 
的 如 下 计算 公式 
Qu = Qa — 212,4, ** * 98222; (196) 
SEH (Costera 0). 仍 表 示 由 090,015 sw- PETRI UBER 
Fae 
a, 一 


3 
To j=j? 


Pom l 
Pl aint T woos ze k = 0,1,-++,N — 1,(107) 


与 第 二 章 之 (86 ) 式 相同 。 易 见 

g; " Oy Em 1, e, Nel, 
从 而 Qu On 为 N—1 秩 半 正定 对 称 循环 和 矩阵， 为 半 正 定 
对 称 乍 阵 。 由 变 分 问题 (4104) 在 商 空间 5XTX/ 弦 (I) PME 
一 解 可 知 线性 代数 方程 组 (1 号 ) 在 可 差 一 


U : 
[param “m= Uy, OTI UM m Vy} 


中 的 问 量 的 意义 下 存在 唯一 解 。 原 边 值 问题 的 相 容 性 条 件 恰好 保 
证 了 线性 代数 方程 丝 (105 HSE: 


> b; = R | ACA >> LAB)d = R f g(8)48 — 0, 


im] 


So c= RÈ” 60) S LAO = RÍ eoa = 0, 


同样 可 以 得 到 采用 分 段 二 次 单元 及 分 段 三 次 Hermite 单元 时 
的 出 度 和 矩阵 的 计算 公式 。 这 些 公 式 显 然 世 可 由 第 二 章 中 的 相应 公 
式 直 按 得 到 而 不 必 重 新 推导 . 

ATR BED HF PK TBR E UN DC 80 89 A T 
(57) 或 《62), 也 可 号 出 其 相应 的 变 分 问题 及 近似 变 分 问题 ,并 得 
到 相应 的 解 的 存在 唯一 性 。 仍 考虑 20 ERA RS TRES 
情况 。 设 
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uh 8) ZE >: U;L;(0), wie) TT » V;L;(8), 
fa j=l 


其 中 U; 及 Vii-—1l,2,-:,N, 为 待定 系数 , 则 由 近似 变 分 问题 
RK Gui) ESTY, EE "e 
D( us that, Ui») 一 FC visto), Vr, vo) € SCP, 

可 得 线性 代数 方程 组 


D. 2 -[!]: (109) 


Qim T [gi Jie -Ns i,m = 1,2, 
gy = D(L;,0; L;,0), du = D(0,L;; L;,0), 
qi? = D(L;,0;0,L)), gP — BCO,L;30,L;), 


b; m R |” (OL(GOMO, ci = R | es(6)LK6)49， 


其 中 


ia} 1,2,°°°,N, 
利用 积分 核 级 数 展 开 法 同样 可 得 刚度 所 阵 的 如 下 计算 公式 


Qu77 On = 25((2,,0,,*** 0g 2) 十 za ((1,--*,1)), 


(110) 
Qu 一 —Q13- 23((0,d,, ttt dy a2); 
其 中 
; ? : ; 
(2, acm AN A sin‘ LL 27, 
zi )71 F N N 
| b-—0,1,:--, N — 1, CHI) 
AN’ M 1 afea jh 
d, = — —- Sinf *— sin ^ 2 
pec SE 


与 第 四 章 之 (94) 式 相同 。 易 见 
G; = ayi a= —dy_j, 171,2, aN — 1, 


从 而 Qu = On 为 对 称 御 环 Anl, Qu 一 一 吕 : AX RT BR BAR SG 


&. oc [P^ D^ ] 为 到 称 半 正定 短 降 ， 线 竹 代 吉方 程 组 (109) 
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在 可 差 一 


Ui 
[D (vine, D viro jew} 
j=] j=l 
hib CT ER h 
R(T) — ((C,cos8 + C, sin, C,cos9 — C,sin8)| C,,C,€ R}. 


$7.2. Bii RARE 


应 用 第 一 章 第 5 节 关 于 自然 边界 元 解 的 误差 估计 的 一 般 结 
果 , 也 可 得 Stokes 问题 的 自然 边界 元 解 的 误差 估计 ， 

Wb i, 为 Stokes 问题 的 自然 积分 方程 之 解 ， 共 为 其 自然 边 
界 元 解 ,例如 总 Mus 分 别 为 直角 坐标 分 解 下 的 变 分 问题 (103) 及 
其 近似 变 分 问题 (104) 之 解 , 或 极 坐 标 分 解 下 的 相应 的 变 分 间 题 及 
FOE SAMS, UR oU. HIT) 一 SP) 为 定义 子 空间 SCY) 
的 插值 算 子 ,ls 为 由 双 线 性 型 OG,,2,) 导出 的 商 空间 Hi(ry 
IRT) 上 的 能 量 模 ， 由 于 已 知 第 一 章 第 5 节 中 和 名 定理 的 条 件 均 
被 满足 ， 故 直接 写 出 下 面 几 个 定理 而 不 再 加 以 证 明 。 各 估计 式 中 


的 C 均 为 正常 数 ， : 


h m N R, 

定理 5.9 〈 能 量 模 估 计 ) 若 ne HOTTY, k> 1, HART 

了 满足 
jw 一 Twl,.r < Ch | ars Vw € HXT) s— 0,1, 
则 
là — thle << CA** * WA usur. (112) 
这 一 估计 是 最 优 的 。 特 别 对 分 侦 线 竹 单 元 , k—1, A 
liz, — Filo s CAM. 
定理 5.10 (L 模 估 计 ) 若 定 理 5.9 BA mU. 
| (iy — th) Dds = 0, YE BY), 

则 i 


IP? tollere < Chttir. (113) 
iX — (hir hee. AIM RABBI, 大 一 1， 有 
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lz, = CHER S Chliar. 
定理 5.11 CL" RAT) E Si(T)》 EA a REAR 
KERZ, meHn(ry, BWE 
f. — it) + ds = 0, VA, RY), 
则 
lly = filem < CA l|. (114) 
此 估计 并 非 最 优 ， 
以 上 是 边界 上 的 误差 分 析 。 若 不 诗 利用 Poisson 积分 公式 
求 区 域内 解 函 数 时 数值 积分 产生 的 误差， 也 可 由 上 述 边界 上 的 结 
生 推 得 区 域 上 的 误差 估计 。 XR (7, P) 为 原 Stokes 问题 的 解 ， 
(QP,p 为 以 自然 边界 元 解 8A 为 Dirichlet 边 值 的 Stokes 问 
题 的 解 , 则 有 如 下 区 域 上 的 误差 估计 结果 ， 
定理 5.12 车 定理 5.9 的 条 件 被 满足 , 则 
| + t» — p*ll.o S CAA aN PM T. (115) 
3k. HAF o &—42,9—p5»U 8 —uj Xj Dirichlet 32 
值 的 Stokes 问题 的 解 ， 故 利用 Stokes 问题 的 解 对 Dirichlet 边 
ERER AECL] I XE? 5.3), 可 得 
la — ll, + lp — Plog sS Clih — Millar. 
又 由 定理 5.9, 便 有 
| 
ire. 
SOMO RAE, kel, 8 
a — Z*l.o + Nip — Pos Chi [lass 
从 而 其 能 量 模 误差 由 采用 区 域内 线性 有 限 元 时 的 OCA) 降 为 
OChi), 


$7.3 数值 例子 


下 面 给 出 应 用 自然 边界 元 法 求解 圆 域 上 的 Stokes 问题 的 一 
个 简单 的 数值 例子 。 
鲍 。 设 如 为 单位 阅 外 区 域 , 取 ?一 1, HE Stokes fale 
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一 从 + grade = 0, QJ, 
divi = 0, OW, 
7 —(—2sin8,2cos0), TE, 
其 中 边界 条 件 是 在 直 骨 坐标 分 解 下 给 出 的 。 该 边 值 问题 妇 化 为 边 


界 上 的 央 然 积分 方程 
a = e an 
2axsin* 一 
2 
一 l * (1,0) = 2cosĝ, 
2xsin? 一 


这 是 了 上 两 个 互相 独立 的 职 分 方程 ， 可 以 分 别 求解 。 将 圆周 边界 
了 作 六 等 分 ,采用 分 跋 线性 单元 ,其 刚度 年 阵 由 (106》 及 (1077 计 算 
得 到 .将 求 得 的 近似 解 s 与 准确 解 页 相 比 较 ,得 T 上 的 D 误 
AMT R. 


EZ 1 

fis — uf nein d 注 

0.3096 x 10-1 7 
(is =16 

0.1991 %10- 

me ne aS cee ee — 1284! 

128 4 
ox) 


TEST RBH OL? 误差 为 OCH’) Br. 
注 。 本 全 的 准确 解 为 
“,(r,0) = 一 L sinQ, 
r 
1 
mlr, 0) 一 , cos, 
Cr ,0) cx 0, 
其 在 单位 图 周 上 的 Dirichlet 边 值 为 
4,(1,0) = — sin8, 
i rd 一 cosd, 
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第 六 党 ”自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 法 
$t. 5|. A 


在 前 面 四 章 中 自然 边界 元 法 已 被 用 于 求解 典型 域 上 尤其 是 圆 
内 或 圆 外 区 域 的 调和 、 重 调和 ,平面 弹 性 及 Stokes 方程 的 边 值 问 
题 ， 而 对 于 一 般 区 域 的 边 值 问题 则 可 谱 用 自然 边界 元 与 有 限 元 辜 
合法 

目 然 边界 元 法 与 经 典 有 限 元 法 备 有 其 优 上 缺 点 。 自 然 边界 元 法 
不 仅 具 有 一 般 边 界 元 法 所 共有 的 将 | 同 题 降 维 处 理 从 而 使 节点 数 大 
为 减少 , 凤 只 需求 解 一 个 较 低 阶 的 线性 代数 方程 组 ,以 及 特别 适宜 
于 求解 无 界 区 域 或 断裂 区 域 上 的 用 经 典 有 限 元 法 往往 难以 有 效 求 
MMS MSTA, MA aE ae RST RS RIE 
定性 ,并 有 循环 性 或 分 块 循环 性 ,使 得 系数 的 计算 量 大 为 减少 ， 从 
而 具有 中 多 的 数值 计算 上 的 优点 。 但 自然 边界 元 法 的 优点 正 是 由 
自然 边界 归 化 的 解析 上 的 工作 摸 来 的 ， 由 于 对 一 般 区 减 上 的 边 值 
问题 往往 难以 得 到 相应 的 Green 函数 ,也 难以 应 用 Fourier 分 析 
方法 及 复 变 函数 论 方法 ， 从 而 无 法 解析 地 求 得 自然 积分 方程 和 
Poisson 商 分 公式 ,也 就 不 能 家 接应 用 自然 边界 元 靶 。 此 外 ,自然 
边界 元 法 也 和 其 它 边 界 元 靶 一 样 难以 处 理 非 线性 问题 及 非 均 质问 
题 。 而 有 限 元 法 则 适 月 于 较 任 意 的 区 玻 及 更 广泛 的 问题 。 于 是 自 
然 就 想到 将 这 两 种 方法 结合 起 来 ， 也 即将 求解 区 域 分 成 两 个 子 区 
域 ,在 一 个 有 限 的 ,无 奇人 性 的 子 区 域 上 问题 可 以 是 非 线 性 、 非 均 义 
的 ,在 另 一 个 可 以 是 无 限 的 ` 有 奇 性 的 、 规 划 的 子 区 域 上 问题 则 是 
线性 的 .均匀 的 。 我 们 在 前 一 子 区 或 上 应 月 有 限 元 法 ,而 在 后 一 子 
你 城 上 应 用 自 热 边 硕 元 法 。 这 就 是 自然 边界 元 与 有 限 元 耦 台 法 . 

自然 边界 元 与 有 限 元 胡 合 法 吸取 了 有 限 元 法 能 适应 较 任 管区 
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域 的 优点 ,克服 了 自然 边界 归 化 对 区 域 的 限制 ,大 大 拓 广 了 其 应 用 
范围 。 另 一 方面 ， 这 一 耦合 法 也 保持 了 自然 边界 归 化 适 于 处 理 无 
穷 区 域 及 基 些 断裂 、 四 角 区 域 上 的 边 值 问题 的 优点 ,克服 了 通 突 有 
限 元 法 在 处 理 此 类 问题 时 糖度 将 大 大 降低 的 缺点 ， 而 能 获得 理想 
的 计算 结果 . 

由 于 自然 边界 归 化 完全 保持 了 原 厄 圆 边 信 间 题 的 一 些 基本 特 
性 ,特别 具有 兹 量 泛 晒 不 变性 ,又 由 于 自然 边界 元 法 征 有 限 元 法 芭 
于 同 祥 的 变 分 原理 ,政商 者 的 耦合 非常 自然 而 直接 Hie IL SOR A8 
人 有 限 元 计算 体系 ， 赚 合法 的 总 体 刚度 矩阵 恰 为 分 别 由 自然 边界 
元 法 及 有 限 元 法 得 到 的 刚度 年 阵 之 和 ， 这 与 通常 为 非 直接 的 许多 
其 它 类 型 的 边界 元 与 有 限 元 的 耦合 法 相 比 要 简单 得 多 ， 从 而 也 更 
易于 应 用 。 事 实 上 ， 实 施 自然 边界 归 化 的 子 区 域 正 是 有 限 元 章 分 
中 的 一 个 "大 单元 ", 由 于 其 内 部 不 需要 再 作 剖 分 ,使 节点 数 大 为 减 
少 ， 从 而 得 到 的 线性 代数 方程 组 的 阶 数 大 为 降低 ， 而 为 此 付出 的 
代价 届 是 插入 一 个 计算 自然 边界 元 刚度 矩阵 的 子 程序 .。“ 大 单元 ” 
通常 子 作 圆 域 , 相 应 的 刚度 矩 玫 有 对 称 循 环 性 , 故 其 计算 量 是 很 小 
的 . 

下 面 几 节 将 分 别 闹 述 用 自然 边界 元 与 有 限 元 契合 法 求解 调和 
方程 边 值 问题 . 重 调和 方程 边 值 问题 ,平面 弹性 问题 和 Stokes 问 
题 。 而 在 最 后 一 节 中 则 介绍 与 掉 合 法 有 关 的 自然 边 赛 妇 化 的 一 个 
重要 应 用 ， 即 对 无 界 区 越 边 值 河 题 的 无 穷 延 边界 条 件 的 一 种 近似 
A. 


$2. 耦合 法 解 调和 方程 边 值 问题 


本 节 将 自然 边界 元 与 有 限 元 契合 法 应 用 于 解 断 拱 区 域 上 及 无 
鼻 区 域 上 的 调和 方程 边 值 问题 ,并 得 出 收 合 竹 和 误差 估计 。 
§2.1 断裂 区 域 问 题 

KOxSHRAW e(x—as2x) 的 二 直 边 T Hr, 以 及 
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JEM RT 围 成 的 区 域 ， 这 里 e HUM. HB e 2x 时， 该 
VET PSETESE ATO MEET UE a 


Au 0, Q A, 

ĝa on, nur, 上 ， 

On (1) 
On 

ST em s r > 

le g E 


其 中 ge HORT) 满足 相 容 性 条 件 | gds 一 0。 已 知 边 值 问题 (1) 
在 可 差 一 任意 常数 的 总 义 下 在 P(O) 中 存在 唯一 解 。 设 
D(u,v) 一 jv. * Vvdp, 


其 中 dp 一 dxdy， 则 边 值 问 题 (1) 等 价 于 变 分 问题 
E «€ HCO), 使 得 | 
D(a,v) 一 | gods, Vv € H'(Q), 


变 分 问题 (2) 在 商 空 间 H'CO)/P, 中 存在 唯一 解 ,其 中 P. 为 常数 
全 体 ， 

3508 c 的 顶点 为 坐标 原点 并 置 n Freg., to 中 画 一 
Hl r={(R,8) lo<o<at, 
它 分 8 为 8 及 @,, Hm 
FRR 0. 为 局 形 《 见 图 
6.1), 从 而 有 
[fva * Vodp 


G 


(2) 


= {| vs * Vedp 
D, 
十 {| vs * Vvdp 
Di 


= NZ * Vedp 
9. 图 6.1 
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5 
十 | U p, 9 


其 中 2 yr 上 关于 9; 的 外 法 向 导数 。 又 由 第 二 章 ，! 上 的 
自然 积分 方程 为 


«(R,8)48 , 0 «8 «ca. 
于 是 边 值 问题 (1) 叉 等 价 于 变 分 问题 
求 u € H'(Q),f518 
oa + Du, v) = | evds, v» € Hi(Q,), 


其 中 


(3) 


Dw 一 ||v« * Vodp, 


Di 


baie | | S RE Et CR: 
in na) 4o 0 70 " ,0—-¢ i + ,O+8 
sin zt sin ——— € 
2a 2a 


x «(8 ) v,(8)88 40, 
Y 是 H'(0)- Hí(T) 上 的 迹 算 子 ， 

从 变 分 问题 (2) 的 解 的 存在 唯一 性 可 得 

命题 61 变 分 问题 (3) 在 商 空 间 中 (9DAP， 中 存在 唯一 解 . 

A36 JE T 554320 Ni 份 并 在 0, 中 进行 有 限 元 谢 分 ,使 其 
ET 上 的 节点 与 的 等 分 贞 重 合 、 设 {Ly Laa) 
HEM, HSA REAA, ILI Tr 上 的 限制 也 可 近 
WS ER. > 


Ny+N3 


st (x,9) = 2 U;Li(x,3), 


imt 


其 中 下 标 一 0,1, :AN 相应 于 P 上 的 节点 。 于 是 由 (3 的 近 
亿 变 分 问题 
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Km €S,(2), 使 得 
D Curse) + DY wy ,Y vi) = |. gods, Vv, € §,(2,), 
| (4) 
其 中 5,(Q)) CHO) 75 Q, Vds pepe M MESE 可 
得 
NN: Ny 
S b LOU + 3 D Lor LOU; = | gLids, 
j-0 i=0 i 
i 一 0,1, ** *,N, "E Ni, 
或 简 记 作 
其 中 
0 = [D(CL,, Li) los nanxi Nt 
3: EA Ea artes 0 | 


0 On eK, 


QU = b, 


— [9:21 十 [4 g (5) 
总 体 刚度 矩阵 名 的 第 一 部 分 能 由 通常 的 有 限 元 方法 得 到 ， 而 其 第 
二 部 分 则 由 下 列 公 式 给 出 (参见 第 二 章 第 9 T): 


Gia 一 GRN =} 255 qn, — 4$ L ay, 
2 2 

qu -— gi? ™ i, gin, E Qj = UÜNij-i5 
$—]1,--5N,— 1, 

a — qi? = a; + litijs iim 1, NM — h, 

其 中 
a, -UNYI 1 sin ET cos Tt a, Rem O,1,°°°,2N,, (6) 
i NI 


命题 $.2 ee ee NHN, ŽE 
对 称 和 矩阵 ， 线 性 代数 方程 组 QU — b 在 可 差 一 常 矢量 CHO, 
c)! 的 意义 下 存在 唯一 解 ,其 中 * 为 常数 . 

Xt. MOXRRERE Dilu) tÂ u, r v) 在 商 空间 H'CO)/P., 
上 的 对 称 正定 性 立即 可 得 0 为 六 +N, 秩 半 正定 对 称 和 矩阵 。 此 
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外 ,可 容 性 杀 件 成 立 : 


Nit N: NIN? a 


D b- Dj eLds— X) | eLis 
1 一 0 TUE LET r 
-| 25 Lids — | gds == 0, (7) 
r^ nA r 


其 中 NOD 为 相应 于 工 上 的 节点 的 下 标 集 ， 证 毕 ， 

为 了 保证 线性 代数 方程 组 的 解 的 唯一 性 ， 在 实际 求解 时 通常 
附加 一 个 条 任 , 例 如 取 某 个 节点 上 的 函数 值 为 零 。 

下 面 将 证 明 上 述 耦 合法 的 收 伍 性 并 得 出 在 能 量 横 、 王 模 及 
L” 模 下 近似 解 的 误差 估计 ， 

设 Su) | r SCR TY 为 卫 上 的 边界 元 空间 ，: 
H'CQ)) > S,(Q)). 及 Ba BETY 一 Su) 为 机 了 苏 泪 的 区 域内 及 
DF ERST: 

Ylv-IlYv, vv € HQ). (8) 
设 # E su, 452928 A RIRCS RUE USE HR] BCE, Ilo, 及 
le do, 41 3129 H Di(u,v) E Dit 5%) St ARS SA H'CQ)/P, 
及 H#(T)/1P， 上 的 能 量 模 。 先 证 明 如 下 引 理 ， 
引 理 6.1 
D,Cu — Hy 0) 十 D (n = uj) ,Y v4) = 0, Ve,é $,(2)), 
lu aa PIE + flrs 一 Y up, 
Ps, miu. (lle — vill, + lY « — elle). . 
证 。 因 为 S,(Q))C H'COQD, HAE 
Di(u,v) + Di(Y u,Y v) 一 | evas, V» € H'(Qj) 
中 取 r= y, €5,00,), #5 
D,Qu, ,v,) + D uy, 705) 7 | ends, Yy, € S,(Q) 


相 减 ,从 而 得 到 
D,(u = Uu, Vy) 十 DY (u == ux) .Y vs) - 0, Vv, € 5,€2,). 
此 外 ,由 D(a) + Dru, v) 的 半 正 定 对 称 性 ， 
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Diin — uy Ju = up) + DAY (u — y) Y (u — ey) 
— D (u — vau — v4) + CY Ca — v4) ,Y (Cu — 242) 
— DG — vy ui — v4) — Dr (y — vi) Y Cus — v2) 
< Dilu — vau — $1) + D(Y Cu — v), Y (« — v), 
Vv, € $4(0,). 
但 w,€S,COD, W 
lu — slo, + iru — Y slo, 
— min 《lz — vil, + Iru — Y vill). 


MILII 
证 毕 ， 
由 此 可 证 明 下 述 收 敏 性 及 误差 估计 ， 
EMG) ARRAS ORE 
lim ly — Hvlmiop =O, V» ec" (9), 


则 
lim (Ia — ald, 十 [^u — rulat — 0, (9) 


X. AX lello, Kie ila 分 别 与 模 小 ncoysr, E 1 * aka y, 
等 价 , 故 存在 常数 六 和 Ky, A 
lelo, S Kellan, Wee H(Q), 
lea, S Ko vo ll ier), vw € RÈT). 
又 由 入 C 99， 及 迹 定理 ,存在 常数 K, ER 
| < 天 zexob， We € H'(Q). 
因为 wu& H'(Q,)， 则 对 任意 给 定 的 。 > 0， 存 在 uec), 使 
得 
let — el} oy € 
于 是 对 固定 的 也 #4， 存 在 hy > 0, PRH O<A < A, hf 
ja — Td llc) < 
如 用 引 理 6.1 便 得 到 


lw — uib, + Y « — Y illo, 
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- ink Clle— eb, lY « — Y v5) 
JISICUP, 


sz CK! + KiK”) Cilu 一 APREA + le 
= 一 Hz|h uo? < e, 
BI 
Ciu — sl, + lY « — Y 5$ < s. 
证 毕 。 
定理 6.2(《 能 量 模 估计 )》 BueH (9 ,大宇 1， 播 值 算 子 
也 满足 
le — Hellakoy S C^'l»lliauo,, Vv EHEC), j— 1,.*-,k, 
由 
(ils 一 mll 十 lY 一 Twill B,) S CH wlasiioy> (10) 
BACAR AR *HAKVHERR, 
证 。 由 引 理 6.1 EA 
la — s 5, H Y — Y ullo, 


< inf Clla— egllixoy S Clu — Tullis 
e, € sD 


S Ch lulio, 


Ciu — 3, + IY ~ 1,19,)* S Chalo 
证 毕 ， 
这 一 估计 是 最 优 的 ， 
定理 人 3 (L Bi X.aeHU'(Q), kl1, BRAT 
满足 定 未 6.2 的 条 件 , B. | 一 wdp 一 0 Sl 
D 
lu 一 Agile top <= CA [s llasiosse (1) 
i. ike YO eA 
åw =f , Q, 内 ， 


ov 20 ,80 上 
On 


的 解 ,其 中 80, 为 Q, 的 边界 ，f 一 4 一 内 。 由 于 此 边 值 问题 满 
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足 相 容 性 条 件 
[frap M — nodo = 0, 


故 其 解 存在 ， 因 为 f= &— e HC) CD(S, B. 0, 的 边界 
SEER KALA, H Poisson 方程 边 值 问题 的 解 的 正则 性 定 
理 ( 见 [25]), 有 we Ha), H 


ise ancor», SC IF lee =Cle— ualle’ 


又 由 
Cu 一 u, vdp = [cae ode 
- " y se ds + Di(w,v) 


= Di(s,v) + DY w,Y v), Vv e Ha), 
EO ve unm, FAAEE 和.1、 迹 定理 及 上 述 正则 性 结果 , 便 有 
lis 一 Ushi, — Di(w,u — u) + D,Y w,7' (u — u)) 
= Diu — Ilw,u — us) 
+ D w--7IHw,Yu-—Ywu) 
< Clw — N wlj akoe llu = illo 
S Chlor he — walla, S Clu 
= ta llerconlle - #;\|p,; 
iM 
lu — sal zoo SS CRI» — allo, 
再 利用 定理 6.2 即 得 
la 一 alee) S C sl scone 
WES. 

这 一 估计 也 是 最 优 的 ， 

由 于 对 近似 解 作 LU RAH AER (ERB SL aR L* 模 估 计 困 难 
得 多 ,下 为 简单 起 见 , 仅 状 大 三 角形 线性 单元 ， 且 只 得 到 并 非 最 优 
的 L” 模 估计 ， 为 此 ,引用 [25] 中 的 如 下 引 理 .。 

引 理 6.2 iS, HAKTIORERAMS HOH ARERR 
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所 张 成 的 空间 ，A4。 表示 三 角形 单元 AJME, c€S, WA 
lele Se J MAH Joll gt 
定理 6.4《L” 模 估计 ) 设 了 :GD 一 5 为 关联 于 三 角形 


d 


单元 的 分 片 线性 插值 算 子 ，xe COD, B. \\Ga-map=0, 则 
lx n sal na) s Chlis o. (12) 


证 。 设 把 剖 分 9, 一 Je 的 每 个 单元 继续 细 分 为 四 个 全 等 
的 三 角形 , 便 得 一 串 三 角形 部 分 
Q 一 J ef 一 U e am (Je? = jas 


j=l t=] 
j , 
B hj = (+) h。 设 对 应 于 每 一 剖 分 的 近似 解 为 YP, A ve 
Mg, 由 引 理 6.2， 
|y o 一 VED || 
« /12[ Aíp17*| Vt 一 VIM] ioo, 
< VIZA | v? = VOM toys 
从 而 
[VO VoD s CAV — VO oy 
«Ch; (lu — Vil op du 一 V372] 2 one 
利用 定理 6.3 可 得 
| vt? — Aud on 所 Ch (ilu, o, 十 bi ill; o) 
< C hjlzdi; o, - C27 hull; a. 
由 于 级 数 927 一 co， 小 序列 


j-1 
V^ 一 >; (VO — Pr) + y, 
i=1 


Æ Q, L— wks. (ECA VO HL? BHT u, RV 
9, 上 一 致 收 伍 于 s, Bj 
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u = > (VP = yer) + ws 
fol 
— Be. Mf 


“ 
lla EE uil rop < > |vo m Aled | eo); 
j=] 


< Ch\lxll,,5, 2 27! = Chl nulls or 
证 毕 。 


$2.2 无 界 区 域 问题 


自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 法 在 求解 无 界 区 域 问题 时 尤其 显示 
其 优越 性 ， 由 于 有 限 元 法 往往 难以 处 理 无 界 区 域 间 题 ， 故 在 工程 
计算 中 常 引 和 人工 边 界 ， 以 割 去 区 域 的 无 界 部 分 而 仅 在 剩 下 的 有 
界 区 域 中 求解 。 这 样 为 获得 足够 的 精度 ， 必 须 取 相当 大 的 求解 区 
域 ,而 计算 一 个 相当 大 的 区 域 上 的 边 值 问题 的 数值 解 依然 是 很 困 
难 和 的、 自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 法 则 可 克服 这 一 困难 。 通 常 取 圆 
阅 为 人 工 边 界 ,即将 区 域 分 为 圆 局 外 部 区 域 及 剩 有 的 有 界 区 域 .对 
圆 外 区 域 应 用 自然 边界 归 化 。 于 是 原 边 值 问题 化 为 一 有 界 区 域 上 
的 等 价 亦 分 问题 ， 然 后 用 自然 边界 元 与 有 限 元 直接 碍 台数 值 求解 
之 。 这 禅 可 得 到 与 求解 有 
界 区 域 问题 相 同 的 收敛 速 > Bi 
率 , 

设 了 为 包围 原点 的 充 
分 光滑 的 有 界 闭 曲线 ，@ 
为 其 外 部 区 域 , 7 为 包围 
的 以 原点 为 圆心 以 及 为 
“WEDS. P 分 @ 为 有 2 P 
界 区 域 0, RERA 
Mik 0;。 考察 调和 方舟 
边 值 问题 


Au-0, D A> 

Ot oa g, F Ei (13) 
On 

其 中 geo?) HMEARERE, « 满足 适当 的 无 穷 远 条 件 。 
设 


D(u,v) 一 | Vu * Vodxdy, 


则 边 值 问题 (13) 等 价 于 变 分 问题 
^ s € WCA), 使 得 


D(u,v) = | gods, Vee WCO), Q4) 


其 中 


Wi(0) = i^ “ Pi a TUA 


Jitrin@ +r) Ox 
i= 1,2,7 一 Vith, 

由 (14) 的 离散 化 便 导 致 有 限 元 靶 。 但 由 于 上 为 无 办 区域， 直接 应 
用 有 昭 元 荡 求 解难 以 得 到 满意 的 结果 , 故 利用 人 工 边 界 RRR 
SHAMS, CHA 6.22 KERALA HEMAT EA RAIE 外 
Rik 8;,， 而 在 刹 下 的 有 界 区 域 0 AVASTE. 由 第 二 
HOCA, r 上 的 自然 积分 方程 为 


* u(R,0), 


其 中 为 2, 的 外 法 线 方 向 。 于 是 有 
D(u,v) = jjv * Vpidxdy 


— Iv» »~Vuedxdy + \\ve » Vrdxdy 


mp) A Din) =D) deu P EA. 
itd 
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" tn fie 1 
DC ty 5%) a | | wen =a us (8 )v,(9)40 db, 
2 


Tu 一 ule, Yy m vir. 
从 而 变 分 问题 (14) 等 价 于 
K *E 有 KG)， 使 得 
ee 十 Dr u,Y v) zm | vds, Vo € H'(QU, 


变 分 问题 (15) 在 商 空 间 H'CO,)/P, hetei, h P 为 0, 
上 零 次 多 项 式 全 体 。 相 应 于 (15) 的 离散 问题 为 
i u,€ SCO), E4 


DCs) HÔ uY vy) = |, ends, Wos € SCO), 


其 中 S,Q)CH(O) 为 9, EMA, RMA 
RA FRR 0， 上 的 分 片 线性 函数 。 可 以 这 样 作 8G， 上 的 有 限 元 
剖 分 ,使 其 在 人 工 边界 r 上 的 节点 为 r 的 等 分 点 。 于 是 由 近似 
变 分 问题 (16) 出 发 可 得 线性 代数 方程 组 
QU — b, | 

其 中 O-O+0,, 0, 及 9, 分 别 通过 双 线 性 型 Divo) 及 
D: Cmn) RE, EN 0， 可 直通 常 的 有 界 区 域 上 的 有 限 元 法 得 
3, fu 29， 的 非 零 子 矩阵 正 是 痪 外 区 域 自然 边界 元 刚度 矩阵 
CaP lyin, 它 是 由 | BRAG RR RU RY RR RR, 其 
系数 与 人 工 边 界 T 的 半径 民 无 关 , 且 可 由 下 式 给 出 (网 第 二 章 ): 


"EX, d gik " 2x, k= 0,1,-++,N, — 1, 
(17) 
其 中 N, 为 LETAR. 由 于 对 称 循 环 性 ,只 要 计算 [1] 
个 a, 便 得 到 Q, 的 Ni 个 非 零 系 数 


qi = aiis tym 1,2,**-,M,. 


AXIS og SIRAC SOT Sp X, 


(15) 


(16) 
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与 断裂 区 域 癌 题 相 类 似 ， 无 界 区 域 癌 题 的 自然 边界 元 与 有 限 
元 耦合 法 的 近似 解 有 如 下 误差 估计 ， 其 中 2% 及 m 分 别 为 变 分 问 
题 (15) 及 近似 变 分 问题 (16) 的 和 解 ， 五 :Hi(Q8,) > 5,09) 为 插值 算 
T. 
定理 6.5 CCK) 洛 插 值 算 子 卫 满 足 
lim |» — Mylo, 0, V» € C"(2), 
则 | 
lim {lls — sb, + ^w — vula}? — 0, 
定理 6.6 CERAI) OE e HU (9), 大 之 1,， 揪 值 算 子 
HW 
ly m I 9|,a, M C Bl ollis o,; Wee BO， pel S£, 
Wu 
Clu — 3115, + [Y — Y la? S Chlla — (8) 
定理 6.7 (L Bit) d neH), KZ 03, RRS 
满足 定理 6.6 的 条 件 , 且 [|W de= o, Dl 
ls 一 "llzkop I Ch | ull, eio. (19) 
定理 6.8 (L° Mihi) 设 W:H{2) S,00)0 为 关联 于 


= AULT TRA, neH), B |I Gimp 


0， 则 
| lu 一 salio cop S CAllulls.o,. (20) 
圭 述 定理 的 证 明 与 上 一 小 节 中 相应 定理 的 还 明 完全 类 似 ， 这 
BUR EROR, 
估计 式 (18) 及 (19) 是 最 优 的 ,估计 式 (20) 并 非 最 优 .。(18-20 7 
式 中 的 C 均 为 与 及 # 无 关 的 正常 数 ， 


$2.3 数值 例子 


没 Om {Cx ylixl,igl UMC Ol ar<l} 为 带 烈 
HERB, rT JEJER, LRT, 5872923 98 EJ E. 
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B] 6.3 
Fx. GnEg 6.3) 解 边 值 问题 


Au = D, QA, 

On On 

n. te 0 Ds O<r<l, 
Ou 

à. i r E, 


i 2 ， 
g,») 一 ERE signy, {7y| < t,y = 0, 


2(1 + y?» 
—1, = r A»! +1 =A 1 
g(—1,») quy ue iy| «1, 
g(z,1) = ——__ | j| <1, 
V (è +e 二 WPz 十 1 
g(z,—1) 一 一 le] <1, 


"2 + IC 4- x +1) 
l, y>Q, 
signy = <0, ?7 一 0， 


一 1， y « 0, 


分 别 取 R 一 0.5 K 0.8, 用 自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 法 数值 
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求解 上 述 边 值 问题 并 将 结果 与 用 通常 的 有 限 元 法 得 到 的 结果 相 比 
较 。 节点 分 布 分 别 见 图 6.4 及 6.5, 前 者 为 有 限 元 法 节点 分 布 (a: 
N = 8,19 FHA; 5iN, — 16,69 5,5), BRYBSEP ASH 
(e; N,— 8, 18 节点 ; b; N,16, 51 节点 )。 计算 时 采用 分 
片 线性 三 第 形 单 元 及 分 段 线 性 边界 元 ， 图 6.4 及 6.5 中 的 5 图 分 
别 为 相应 的 4 图 的 细 分 。 


E 6.5 


今 将 计算 结果 列表 比较 如 下 ， 
HRA, AAMAS AAI L 误差 
为 OCF) 阶 , 而 有 限 匹 近似 解 的 L* 误差 却 大 于 OG), BORA 
值 也 大 得 多 。 上 表 中 采用 N = 16 及 69 节点 的 有 限 元 法 得 到 的 
结果 还 不 如 采用 Nw 8 X 18 节点 的 自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 
"4 和 9。 


法 的 结果 好 。 


|. 
0.4756699 16 
ma) 1.6977822 (= )- 


8 19 
有 限 元 法 | 一 … 0 —- 
16 | 69 i 2,1801755 i 
8 18 | 0.1766993 | | i a 
自然 边界 R=0.5 一 | 一 -一 ”13.8216L08 Vg) = 


16 4.03 0.4623679 x 1071 | 


元 与 有 限 |- -一 


18 0.1020203 a 167 4 
_ aa (= - 


5} | 0.2419377 x107! 
! 


m2 裂缝 上 的 跃 度 


1.00 0.75 h, $0 


-rr 一 | —— ——— — -— ÁÀ 


uy(x,--0) — n,(x, —06) | 3.24017620 |2.668447022.09671783 


有 限 xHEGE 0.18995595 10.22968574|0. 25869810 
bo 
元 法 | «(53 0) — ns 0) | 3.6453886n [3.112088200. 46181011 
69 Se ] 2 M 
De uH H S 

| HARTI 0.08865285 |0.10161757,0. 12961845 
emit | a, | 74924565 |3.20859575|2.66794586 
AGS faxti AE i. -06268559 lo. 07375824|0.05673844 
有 限 元 | 一 | 一 | R 9 
A uy £0) — ug(z,4—0) | 3.93803215 |3.41174126/2.78799343 

H 8]. e pO UE d c n 
R = 0.5, HMR [: 6.01549196 |0.01511518/0.01429720 
e | 
V Rr PE Ts li xy: E es - 4,10005000. |3.46410180[2.82842636 
—M————————— et A pS ld BUNEFCVN 

方法 | 节点 数 " | 1.00 Í 6.90 ! NET 


LE x, +0) = = ns 70) 3. 84728718 (3.64854097/3.44379477 
自然 边 | 18 | 


界 元 与 ki n 03817821 |0.03852499o 03575316 
有 限 元 | 一 一 | 


7 13. 76294517/3.54844093 


ustxy+0) 一 #40 x,—0) 


R= 0.8 FART am | (0.60856423 |0.00837684/0.0u818073 


REEE «Cay +0} — s(x.—9) 4.00000000 3.7947330413.37770920 
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一 一 一 


000000500 LYi6s9ct'O 


—n: 


gsis7 420070 [(£ APTRAUOEU 


一 | —  ——- 


*660L6g0'0 56525971 0 


——— —À ee t 


gzZ0y1670"0 | vreiviéeo'd 
é£v£88£0'0 | p 
0$766210'0 | corcezi0-0 
0618r6£0'0 | O06Z58P7l^0 
00519050:0 | 0K71905070 
0y526250-0 | 1168007170 
SLLL1v86'0 he 
t6759000-0 | Gaede 
nn aor 
$£61b00070 | veeeieto-0 
1000* 9 100*Q 


0000000? 0 


= | ——— I— 


cézS7200°0 


-一 一 | 一- 一- 一- 一 一 一 一 一 -… 一 一 


ogne 0 


L£61¢1670°0 


005087ZT 0 1 IZEFERRE'S 


6ü0ts6z107U 


ee 


BLETSFOE” O 


€—— 


s£z19080"0 


06r$464£*0 


LISTAS 1 2U 


———À 


nEp91662^0 


reiézeoo' o 


9t£r£6Iv0* 0 


19 "0 


$£9116v92"I 


L6S5S7£L00°0 


— 


OFETLSSZ I 


一 一 


1gys1T620"0 


Z048UgSTZZ T 


“9TL6z10 0 


BILOSBYT*T 


I£2s9050*0 


£60bg00Z7"l 


S782 966b°O 


一 -一 一 人 一 


bee L6ZE9°O 


1$6£v0999*0 


——. 


s9£rt61*"0 


一 一 一 


t'o 


EEE 


(o—*x)» 一 (0 tose TRE 


UL -一 -一 一 iar 


ZAM 
(Q—*x Yn — (92 *x)*n j "TERES 
— E ngu 
em | 
RR 
Ce 一 Ce 50 一 了 
RR RYN 
I (09—*x)fn pA a 
EEUU 
TOME T 
FKE 
TET 
x Rg 
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由 上 述 计算 结果 可 见 , 电 于 断裂 区 域 的 解 含 奇 晃 性 ,用 通常 有 
限 元 法 得 到 的 近似 解 只 有 很 低 的 精度 ,特别 在 奇 点 附近 ,近似 解 元 
全 不 能 反映 准确 解 的 性 态 ， 自 然 边 界 元 与 有 限 元 硕 合 法 则 死 成 了 
这 一 困难 。 利 用 这 一 而 合法 得 到 的 计算 结果 不 但 比 有 限 元 解 好 得 
多 ， 而 且 直 至 非常 接近 奇 点 仍 保 持 理想 的 精度 。 此外， 为 减少 节 
所、 提高 计算 精度 ,应 使 实现 自然 边界 妇 化 的 区 域 尽 可 能 大 些 ， 例 
如 在 上 面 的 算 例 中 , 取 R 一 0.8 得 到 的 结果 就 比 取 KR 一 0.5 得 
到 的 结果 更 好 一 些 ， | 

XDTCOADARNRUS, RYE REGLAS UASH IRZUU GrOR CUR 
类 似 的 优越 性 。 


§3. 耘 合法 解 重 谎 和 方程 边 值 问题 


自然 边界 元 与 有 所 元 耦合 法 同样 适用 于 求解 重 调 和 方程 边 值 
问题 。 今 以 无 个 区域 为 例 说 明之 。 


$3.1 融合 法 原理 
仍 设 人 为 包围 原点 的 有 界 光 滑 闭 曲线 , OQ 为 其 外 部 区 域 . 解 Q 
土 重 调和 方程 的 如 下 边 值 问题 
Au = 0, QW, 
ire Mo = (5m), TH, ix 


其 中 所 有 记号 的 意义 与 第 三 章 中 租 同 ， 
(,m)€ EHCSQT) X HAW). 
已 知 边 值 问 题 (21) 在 商 空间 wi(9)/P,(0) 中 存在 唯一 解 。 设 


| ðu Oy 
D(s,v)— NETS - (i -— v) Ee caa 
D Ox) Q y! 


Oy O*u On Oy I} 
十 -一 2 dxd 
Ox oY Oxy OxOy TM 


F(v)-— RC +m a) ds, 


#461 + 


Wu id 6 6308 (21555 ATESA 

区 we IO9)， 使 得 

D(u,v) = Flv), Wee WKO), 
(AAP 250A Tu4nSÉp T， 其 半径 为 RT 分 9 为 8， 及 
Q, 两 部 分 ,其 中 0, 为 辑 外 区 域 ( 见 图 6.2). Fz 

D(u,v)-- D((u,v) + D,(n,v), 

其 中 Di(w,v) 为 将 DQu,v) 定义 中 的 积分 区 域 Q 换 为 0， 得 到 
的 双 线 性 型 ，: 一 1,2。 再 将 自然 边界 归 化 应 用 于 Q, Fi 5€ 


为 关于 半径 为 及 的 圆 外 区 域 的 重 调和 自然 积分 算 子 ,| ”“"] 为 


Q2) 


TR REI] BARD ABAD A, EA TT f EO SE 
Duy) = D Ya, Ya Yr. Y) 
EE Q, RWE Au 一 0 的 # 成立, 其 中 
D, e itus.) 一 《24 (uu, ) (vo, ts)) 


- ls l^ | (Kurs + Kuun )as | 


deu |. Coa CK dy! |has, 


, Ow 
Yow "9 w |r, Y. = 一 一 


On : ” 
于 是 变 分 问题 (22) 又 等 价 于 如 下 变 分 问题 

ie ue FCO), HA 

D,(u,v) + Driu, Yi Yos ,Yiww)7 Fle), Vve H'(Q,), 

| (23) 

由 变 分 问题 (22) 的 解 的 存在 唯一 竹 立 即 可 得 

命题 6.3 变 分 问题 (23) 在 商 空间 H'CO/ P91) 中 存在 唯 
一 解 . 
SODA r 等 分 并 在 2， 中 进行 有 限 元 前 分 ,使 其 在 E 
的 节点 与 T 的 等 分 点 重合 。 设 CHO) 为 9, 上 关联 
于 上 述 剖 分 的 有 限 元 解 空间 , 便 得 如 下 近似 变 分 问题 
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OK E §,€9,), 使 得 
DCs 04) 十 D Yours Yita Ta Yiv) m FC), Wore SCA). 
(24) 

将 Lax-Milgram 定理 应 用 于 子 空间 S,(Q) BIG 

命题 6.4 变 分 问题 (24) 在 商 空间 SCA) PC) 中 存在 唯 
一 解 ， 

将 mn AAR RRR REAR RAIA CS ESHA 
应 的 线性 代数 方程 组 

QU = b, 

其 中 0 一 0+0, 0 及 9 分 别 通过 双 线 性 型 DCs) 及 
D, n, itv.) 求 出 ,前 者 是 通常 的 有 限 元 刚度 乍 阵 ， 后 者 则 是 
自然 边界 元 测度 短 阵 ;可 以 使 它 只 在 左上 角子 块 中 非 零 。 


53.2 Ket SRM hit 


下 面 将 证 明 上 述 耦 人 台 法 的 收 伍 性 并 得 到 其 误差 估计 . 

设 # 为 变 分 问题 (23) 的 解 而 « 为 近似 变 分 问题 (24) 的 解 ， 
I;H(Q0,)— $,C0,) AMAR, ello, B illa 分别 为 由 D, 
(wor) 及 DQGss,:t0,) 导出 的 商 空间 APC) PC) 及 
[HiCT) X HICP) 上 的 能 量 模 、 易 得 如 下 

引 理 6.3 

Di(x — 43,44) + DO 4 一 u,),T(u 一 44 )5Y A Y VA) 一 0 
Vv,€ S,(0,), 

lu — ualld, HOC — TC — lle, 

一 min Ejja — ell, + lO v)u — v1))l5,1. 


g op ES i0) 
由 此 即 可 证 明 如 下 定理 。 
EMCI HH) 车 二 满足 
lim js Ds Relic —10, Wwe C^(Q,), 


im {| — wl + Or — saa ru 2)1o,H = 0, 
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-n 
x 


E. HA dio, 和 iinoa 等 价 模 lella, 
bluter Ett EER KA Ky, fie 

lello, <= Kilele, Vec WCQ), 

| C50 vo dls, < Koll Cw, v latnak» 

vV(v,,0,) € HY) x HAC’), 

又 因为 rcoQ, RAPHE REERR T, 使 得 

Crees rioari xm Tollo latons Vv € H(Q,). 
由 于 w€ 条 (9)， 则 对 任意 给 定 的 e> 0, FE 4€ C"(OD, 使 
得 


Y 8 
le — lop = 2JK KHU 
于 是 对 固定 的 #， 存 在 加 ，、 合 得 当 0 ke Ag 
n 2 B 
|& — Hille < Je GTP 
Fil FR 5 | Fi 6.3, 便 得 到 
lu — sull, + ICC — s rC — my) DIB, < 1 — HIS, 
+ ICu — n),viC» — mayo, < (K? t- KTN] 
=. ASER + E EE Ig pop? « s, 


[lle — «ilb, H GG — ua) riCa 一 9918,15 < e, 
te He, 
定理 6.10 CBR A) Æ se HO), R22, TRE 
le z= Tollo, < C visio; Vo € Hi*"(Qj, 
j = 1,2,---,k— l, 
jit 
[lle — l3, + (y — m)» CO 100, 1* < CAR erm. 
(25) 
iE. FAS! 6.3 可 得 
ls — l5, + lC — s.v — u4))18, 
« C inf lw— valli o < Cji — Mulli oy 
PITT 
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< CH Tian: 
也 即 (25) 式 。 证 毕 ， 
E61 (L 模 估 计 》 Awe HHO), 久之 3， 五 满足 定 


理 6.10 的 条 件 , B {{ plu — uy)dxdy = 0, Vp€ PCO), WW 


Dr 
Ile T HA r*co < Ch lul, sio; (26) 
证 。 设 纪 为 如 下 边 值 问题 
Aw TA f; 2, 内 ， 
eeu = (0,0), TUF 上 


的 解 ,其 中 f= # — w;%。 由 于 此 边 什 问 题 满足 相 容 狂 条 件 ， 故 其 
解 存 在 。 因为 fe u ue H(AODCL(C91)， 且 区 域 9, 的 边 
ATA te, WREE WANA BEAR EMRE, A 
we HY9,), H 
æ eco soap < Cilg PP ng C ||» U- aliua oye 
因为 
| 一 #,vdp = | jeatwap 


一 Dw,v)— m (2 Mw + vTw)ds 
+2391 


= DiCw sev) 一 | (22 Mw + vT w \ds 


r NOn / 
= Dwy») + De Y ww, Tw), 
其 中 # 为 关于 09, 的 外 法 向 ,从 而 为 关于 02, BARE, HR 
v= u — u, € HCO,) 并 利用 引 理 6.3 和 迹 定 理 , 便 可 得 到 
| zx ard tallien 一 D(w,u — u) + DY wY wY Cu - HW). 
y Cu — u4)) = Die — Hw, — uy) 
+ Dw — hw), Y Cw — Hw) Y Cu — ug), Y (u 
— u,)) S Cle — Te llaroppyopll* — “llo 
sS Ch || wl atop eco a A Di. 
这 里 用 到 子 不 3， 吾 刊 用 关于 允 的 正则 性 结果 , 便 有 
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I == usllixoy sS Chla ug "MPO LL. — Hg EN 
Rp 
læ 一 xp S Chiu — ip。 
从 和 而 了 由 定理 6.10 即 得 
LL nem usllr*ap < Ch Mell te o,. 
估计 式 (25) 及 (26) 是 最 佳 的 ， 其 中 5 为 与 x 及 4 无 关 的 正常 
数 。 


$ 4. GEE TET SEE IRR 


本 节 研 究 用 自然 边 哭 元 与 有 限 元 看 合法 解 平面 三 性 问题 ， 仍 
以 无 界 区 域 为 例 竞 明之 。 


$41 SAAR 


KTH RRR ANA FDR AR, OSAMA RM, BO 
Idm EE 8 HE] Ra 
ahi + (à + wegrad div Z7 0, OW, 


: (27) 
D>) eit; — Bis ¿= 1,2, Fb. 


jut 


E198 FUE. Al, thie BA) eS GT 28 2 a 

人 “EWKOY, 使 得 

D(4,8) = F(2), Wee Wi(QY, 
其 中 WO) 如 第 二 章 中 所 定义 ， 


(28) 


D(3,?)— | > ausu (2)dp, 


F()- [à sade: 
EL AVE SRC 28 ESI WiCOY/ 22 中 存在 唯一 解 ,其 中 
Z = CC cle cen) 一 Pay, 
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作 圆 周 7 包围 T， 其 半径 为 R. TD 50255 OR 9, 两 部 
分 ,其 中 O, 为 圆 外 区 域 ( 参 见 图 6.2)。 将 双 线 性 型 DED) 的 定 
义 中 的 积分 区 域 改 为 8 则 得 到 新 的 双 线 性 型 并 记 作 DA(#,2)， 
i 一 1,2, 于 是 
D(a) = D((u,?) + D(2,2). 
HAR 8， 应 用 自然 边界 归 化 ,并 设 9€ 为 关于 半径 为 R 的 圆 外 
区 域 的 平面 弹性 自然 积分 算 子 ， 令 


Digs?) | 2, * KH ids, 


便 有 
D,(3,2) = Dr, r?) 
当 a Æo, 中 满足 平面 弹性 方程 时 成 立 。 于 是 变 分 问题 (28) 又 
等 价 于 如 下 变 分 问题 
区 &€ H(O,y, [51H 
D,(2,2) + Dj(1 3,72) = FÈ), Wie HOY, 
由 变 分 问题 (28) 的 解 的 存在 唯一 性 立即 即 可 得 
命题 6.5 变 分 问题 (29) 在 商 空间 H'CQ)/22(90,) 中 存在 
唯一 解 ,其 中 B(Q,) = 长 Ci 一 CYC + Cx)| ocrc.er}. 
SHER 了 等 分 并 在 8， 中 进行 有 限 元 剖 分 ,使 其 在 T 上 
的 市 点 与 r 的 等 分 点 重合 。 设 838DCEI9 为 Q, 上 关联 
于 上 述 章 分 的 有 限 元 解 空 间 , 便 得 如 下 近似 变 分 问题 
i #,€ S,(Q,Y, fea 
DCs, a) + DG, 78) 一 F(2,), V2,€ SCQF, 
将 Lax-Milgram 定理 应 用 于 子 空间 sS,(Q,Y, ME 
命题 6.6 ” 变 分 问题 430) 在 商 空间 S,CO.Y/ A) 中 存在 
唯一 解 ， 
将 oz, 用 有 限 元 基 函 数 的 线性 组 合 袁 示 并 代 人 (30)， 便 可 导 
出 相应 的 线性 代数 方程 组 


(29) 


(30) 


QU = b, 
其 中 Q 一 Ota, Q0 E Qi 分 别 通过 双 线 性 型 Dé?) 及 
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DCi) RE ,前 者 是 通常 的 有 限 元 出 度 和 矩阵， 后 者 则 相应 于 站 
fA 3 FETT MU BE FEE, REED PPI S3, 可 以 使 它 只 三 左上 于 
块 中 非 零 ， 


§4.2 收 伍 性 与 误差 估计 


下 面 给 出 收 伊 性 定理 并 得 到 误差 估计 

设 六 为 变 分 问题 (29) 的 解 而 S, 为 近似 变 分 问题 4307 的 解 ， 
IH; H'(Q,y 一 SQ) ARRAS, dello, & elie, Waray 
D(3,2) 及 D,,,2,) 导出 的 商 空间 H'CO,Y/ 9€ X. HPY BU") 
上 的 能 量 模 。 易 得 如 下 

引 理 6.4 

D (E — 2,,2,) + D(Y (& TH) = 0, V2,€ SY, 
ja — 2,5, + ra — 4, Ilo, = 


min [lë — 2,15, + lY C — 2,)15,1. 
egESaCO,i? 


用 与 前 面 二 节 用 过 的 同 祥 的 方法 ,可 得 
TEIE 9.12 QU SEE) 芳 播 值 算 子 开 满足 
lim |? — Mêl, — 0, Vee C"(D.y, 
bu 
lim (18 — [B+ IG — 2,5.) — o. 
著 变 分 问题 (29) 的 解 3 有 更 尚 的 光滑 性 ,还 可 得 如 下 误差 估 
W. 
定理 6.13 (ERRA 车 zeHUO, kel, ME 
l2 oS Tèlo, sS C A! [21]; os V? € Hi"(Q,), j TT i, US TL 
则 
Clg ~ a llb, + MG: No) < CHB uo. GD 
证 。 由 3 引 型 6.4 可 得 
lg — Zl, + li C — Hila, S C inf Në — illo, 
PRCSICOíE 


< Cla — ulia, s Cha Loy 
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此 贡 (312) 式 ， 证 毕 ， 
定理 6.14 (L 模 估计 》 E ue H*U"CO,Y, RSI, 于 满足 


定理 6.13 的 条 件 , B. [Gam a) + tardy mo, voe ACO), Hl 


lz — £, [| ico, SCA [2| oe (32) 
XE, Y ow 为 如 下 边 值 问题 
F LF =}, 9, A, 
BW - 0, !Ur' 上， 
AH, ROL E 8 2S3E TUSCE RI AV iw NAD ETF CU 3 
HAS (LAME), f-25—3u, BT Ix URS dux tk 
+ MAME. AM fm 4 — Se H(OQQ'CL(OD, B. 9, 的 
边界 充分 光滑 , 夏 有 PEHY, H 
| 地 as < Cilio = Cl lrc0y, 
ME 
ffa = 2, pap = (i (—Li)edp = D,(2,9) — ls tids 
; D» 
| 


一 D(#v,0)— | ?28/d: = DBD) + D(Y 2,Y?) 


r 
mE 了 一 一 in XS 6.4 和 迹 定 理 , 便 得 到 
liz — Hs || Esca, 一 DD, —)d- DIO 9 Y Ci — d) 
= Dé — HË, i — iy) DYs$6-—Yuéy — ri) 
< Clo — Telly oralld — 5, lp, 
s Chl? ,ali Zip, 
再 和 用 刚才 得 到 的 正则 性 结果 , 便 有 有 
ilg T i, Pg? < Chiliä x | rolg "m fallos 
RI 
位 一 ZA" PUR. < Chili — tall Dy 
最 后 由 定理 6.13 即 得 (32) 式 。 证 毕 。 
定理 6.15 (L" BGT) 设 og. HQ, > $,(Q.Y 为 关联 
于 三 角形 单元 的 分 片 线性 插值 算 子 ，ae HF, A 
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lje — i dp = 0,V2€ F(Q), 


则 
pi — ii, le cov < Chllall,, os (3 3) 
其 证 明 与 定理 6.4 AGUE RAS, HA EB. 
个 计 式 (31 一 33) 中 的 C 均 为 与 4 及 # 无关 的 正常 数 。 GI) 
及 (32) 为 最 优 估计 ,但 (33) 却 并 非 最 优 估计 。 


$5. 契合 法 解 Stokes 问题 


UT HAAR FA AR RE Stokes 问题 ,国内 外 
已 有 大量 工作 ， 例 如 可 见 [5]、[761 及 其 所 引文 献 。 但 对 无 界 区 域 
上 的 这 一 问题 ,区 域 的 无 界 狂 便 给 有 限 元 法 带 来 了 局 难 , 而 本 市 介 
绍 的 自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 法 则 适 于 求解 无 完 区 域 问题 ， 


$51 ， 粳 合法 原理 
考察 有 光滑 边界 了 的 平面 无 界 区 域 G 上 的 Stokes 问题 


—râAñ + gradp— 0, OA, 
divi = 0, QW, (34) 
7 一 e, rb, 


其 中 i= (mm), P m Cit), 
i; = > alpn; i — 1,2, 
2 = (uz € HY 并 满足 相 容 性 条 件 ( 见 第 五 章 )。 设 
D7) = 27 > |jeuGDeu GE dandy, 
FCE) 一 | E + 2ds, 
则 边 值 问题 (34) 等 价 于 变 分 问题 
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R (p e WHO x L'(0), 使 得 
D(3,2) — | pdividxdy = F(Z), Woe WAY, 
panen (35) 


f [otiviasay 一 0， Va € L'(9), 
o 


利用 人 工 边 界 将 区 域 Q 分 成 两 部 分 ,其 中 O, 4% RL 
外 区 域 (参见 图 S2) 将 自然 达 界 归 化 应 用 于 9;， 并 设 9€ 为 
关于 0, 的 Stokes 问题 的 自然 积分 算 子 。 令 


DB, (ig, A) - |. 2, * 2E hds, 
则 由 第 五 章 中 A 的 具体 表达 式 可 得 


2x ET 
BG) = T PA a (8^) * $(9)48'48, 
o Sa 230 = 8 
a ae 


于 是 有 如 下 能 量 不 变性 
D,(é,3) 一 J| pdivzazdy = Dri, Y?) (36) 


对 满足 Stokes 方程 组 的 2 及 ?成 立 。 从 而 变 分 问题 (35) 等 价 
TARXI Oo, Eyes is 
求 GhpP)eH' (OX L'(0), 使 得 
D(,2) + Dr, Yt?) 一 |lecivadsdy 一 F(2), Ve HQ,» 
Q9 
{\edivadeay —0, Yat L'(0,), 


a (37) 
或 
p ge WCQ), 使 得 (38) 
D((3,2) + D(a, 73) = FU), Vee WCQ,), 
其 中 W(O,) = (2c H(2,)'| div? = 0), 
为 得 到 变 分 问题 437? 的 解 的 存在 唯一 性 ， 先 给 出 如 下 一 些 引 
88, 


8 


引 理 6.5 D,(4,2) 是 [H'CQ,)/ Po) X [HOUDAPo] 上 上 对 
称 、 连 续 、 VV- 椭圆 双 线 性 型 ， 

证 。 对 称 性 及 连续 性 显然 ,六 -椭圆 性 则 可 由 Kon RER 
f. 

引 理 6.6 Dhd) 是 LHTQ)/P,] X [HCAP] 上 对 
RER, V- PERREN, 

证 。 由 定义 ,对 称 性 显然 。 又 设 S, 及 o 各 分 量 的 Fourier 


展开 为 
tg 8) — > a,c'**, Bin "7 Feo 
#8) 一 5 E ea m bas 
va( 8) T 5 ce" ee 
va(0) — DY de, ds 
则 由 
DACIA 一 | EE S tin O ) « 2,00)40' a6 
ii tsin? t 
及 广义 函数 论 中 的 公式 
! A A 
4xsin? 2. 2 之 siet 
即 得 


Di Hy) mm 27 > 2alnlCta, |? + al) 


ial wale SS ard T Cig) 


n ake 
we J 2 nlédliaia ve. 
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DE. 
DAC mae | £ deiniCa,z, 十 buda) 


< 29 $1 2x  / 2! +1 Clanton! + [et l2.) 
AQ 
<< 2n{ lno llary talla aye, 
+ lwo IERA Polline} 
< 25 || otha a vnl A LN POP Pe 
iE, 
引 理 6.7 设 
KERES -|i gdividxdy, 


a 
则 存在 常数 8 > 0， 使 得 


b(3,¢) 
su 2 之 thay, Wat LI(Q,), 
eem! [2] geo Figli q (Q,) 


其 证 明 可 见 [761, 其 中 LO) ~ {q€ EXO.) [[odsty 0). 

由 上 述 三 引 理 并 应 用 [76] 之 推论 14.1 便 可 得 如 下 定理 ， 

定理 6.16 X EH TY 满足 相 容 性 条 件 | das =o, jT 
变 分 问题 (39) 存 在 唯一 解 (8, p) € LHCO,)/ P.I! X LICO), 

上 述 矶 合法 同 樟 适 用 于 如 下 非 齐 次 Stokes 方程 的 混合 边 值 
问题 


—nAU + gradp = f, Q 内 ， 


divi == 0, Q 内 ， 
ü 0，, Vitis 
i= $, D B. 
有 关内 容 可 见 [16]， 


$5.2 ”收敛 性 与 误差 估计 
设 SOCH), LOCLI), SCO)? x L CQ) 
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为 满足 适当 条 件 的 有 限 元 解 空 间 ， 则 相应 于 概 分 问题 6377 [90 B8 3 
问题 为 
求 Cins py) € ADD X L4C21), (iF 


Dia, 2,) + DY iar, Y2,) — \| pydiv?,dzdy = F(2,), 
2, 


V2; € SQF, 


[| divisit — 0, V2, € Ea); 


(39) 

将 [76] 之 推论 14.1 应 用 于 子 空间 509)! X L,CO), RNa 
近似 变 分 问题 (39) 在 [SPF X L) 中 存在 唯一 解 ， 

注意 到 自然 边界 元 与 有 银元 看 合法 的 变 分 问题 《37》 与 单纯 
在 9， 上 的 Stokes 问题 的 安 分 问题 的 差别 仅 在 于 以 双 线 性 型 
DCi, d) + 六 yz) 代替 Di(#,5)， 泊 前 者 仍然 为 H) 
Pol) 上 的 对 称 、. 连 续 、F -椭圆 双 线 性 型 ， 于 是 在 用 有 限 元 法 求解 
Stokes 问题 的 经 由 理论 中 用 以 获得 误差 估计 的 方法 在 这 里 依然 有 
效 , 从 而 可 得 如 下 收 敏 性 及 误差 估计 、 

定理 6.17 (收敛 性 太 能 量 模 估 计 ) 车 近似 解 空间 S,(Q1) 及 
La《91) 满足 [76] 第 二 章 8 1 中 的 假设 HoH: K A, 则 近似 变 分 
HECE ESLP X LCa) HAE Cap), B 
(és, p.) 趋向 于 变 分 问题 (37) 的 解 (2, p): 


limi |#, m i0, 十 | £a A Ploc, C= 0, 


进一步 , 当 (F, p) € HEM’ x LKQ DN ECO), & zm d, W 
有 误差 估计， 

l8 ,vo + lp— Paling, S CA All gsc, + ll ele, )。 (40) 

注 .假设 H MH, 分 别 为 插值 算 子 m: Y 一 SC8 及 

H: LC) > L.COQ) ESE E 

li? S Hyg[,o, < Chillali, VE HM = lerek; 
& 

le 一 Maglaan < Chill .ali. o» Yg € HCO), jm 1,---, hy 
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假设 H, 则 为 一 致 inf-sup KF. 

定理 6.18 (L^ 模 估 计 ) MRZE SQ) 及 LCa) 
满足 上 述 假设 HH. 及 太 ， 变 分 问题 {37) 的 解 

(2,p)E H*"CQY X LH*CQ)O LO], 大 之 1， 
则 有 如 下 误差 估计 
lá — illae, SCAR Ca o, + M pliio,. (41) 

定理 6.17 及 6.18 的 证 明 完 全 类 似 于 [76] 中 定理 11.8 X 111.9 的 
证 明 , 这 里 不 再 费 述 。 估 计 式 (407 及 (41) 部 是 最 优 的 :其 中 5C 为 与 
h, i PHAM, 


§ 6. 无 穷 远 边界 条 件 的 近似 
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区 域 的 无 界 性 这 一 甘 难 。 简 单 地 以 一 较 大 的 有 界 区 域 来 代替 无 界 
区 域 进行 近似 求 钱 肯 然 很 难 达 到 要 求 的 精度 ， 于 是 便 产生 出 无 限 
元 方法 及 边界 元 方法 等 不 同类 型 的 方法 以 克服 这 一 困难 。 本 章 前 
几 节 所 述 自然 边界 元 与 有 限 元 看 合法 便 提 供 了 解决 这 一 问题 的 一 
条 很 好 的 途径 . 

在 无 者 区 域内 作 一 辐 周 作为 人 工 边 界 ， 在 此 俩 轧 的 外 部 区 域 
进行 自然 边界 妇 化 ， 便 得 到 人 工 边 客 上 的 准确 的 边界 条 件 。 这 是 
一 个 积分 边界 条 件 。 由 此 出 发 可 进一步 得 到 人 工 边 界 上 的 近似 积 
分 边界 笨 件 及 近似 微分 迅 寞 条 人 恰 ， 于 是 ， 在 此 有 界 区 域内 用 有 限 
元 法 求解 时 在 人 工 边 帘 上 可 上 这 样 的 近似 边界 条 件 ， 当 然 也 可 以 
丧 刻 比 简单 地 置 人 工 边界 外 部 的 解 为 零 得 到 更 好 的 结果 . 
$6.1 积分 边界 条 件 的 近似 

为 简单 起 见 ， 仍 以 调和 方程 过 值 问题 为 例 ， 设 台 为 光滑 闭 曙 
线 工 的 外 部 区 域 。 考 察 如 下 调和 方程 的 Neumann 外 问题 

—Au~0, OW, 


Ou (42) 
On = 4 rk, 
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其 中 ge ATEC) 并 满足 相 容 性 条 件 | eds 一 0， Pu 在 无 穷 远 


AF. ULRODERBVEBUS Tr AE 
P. Tk 分 8 为 U; 及 Q. 其 中 Q9, 
为 圆周 Tg 的 外 部 区 域 \ 贸 6.6) 通 
过 对 O, 上 调和 方 释 边 值 问题 的 泣 
然 边 完 归 化 得 到 的 Tr 上 的 自然 积 
分 方程 正 是 愿 边 值 问题 在 人 工 边界 
T. 上 的 准确 的 边界 条 件 , 也 即 边 值 
问题 (42) 等 价 于 有 和 前 区 域 Oo E 


图 6.6 边 值 问题 
— Au 一 0， Q; 内 ， 
2x —Ó y TE, 
On 1 a 
— (R,8) os ~——— = ku RA), Fg E; 
ðr 4x Rsin? a 
2 
因为 
1 1 > TU > 9 
EA Edit in eft" = —-—. ncosm 
4x Rsin? * “有 一 om aR a=) , 


故 (43) 在 Te 上 的 积分 边界 条 件 可 写作 


(R,8) = —-l > ý N u( R,0')cosn(8 — 98')d8', — (44) 


tail 


显然 这 是 一 个 非 局 部 的 边界 条 件 ， 且 其 积分 核 是 强 奇异 的 。 为 了 
简化 这 一 边界 条 件 以 便于 应 用 ,可 取 如 下 近似 积分 边界 条 件 : 

DV — 9 3 " P ")cos (0 — 0'348' 

Be (R0) m -i Bin JI (G8 Joos (O — 849, (45) 
FINN AEE, OE aS RAY. VERUS oC RO) 的 Fou- 
rier 级 数 展 开 仅 包含 前 人 项 时 ， 这 一 边界 条 件 正 可 化 为 一 个 局 部 
边 措 条 件 
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Ou 1 x O22 
== (R,6) = — $a R,98)5, 46 
gee ee M Dd: 


其 中 ag, & 10,2, -,N, 为 方程 组 
> 《一 了 9 Srey = —m, n= 1,2,:°°*,N 


的 解 ， 近 似 边 界 条 件 (45) 及 (46) 分 别 为 边 弄 条 件 (44) 的 站 阶 近似 
积分 边界 条 件 及 六 阶 近 从 微分 边界 条 件 ， 前 几 个 近似 微分 边界 条 


件 如 下 : 
N=1; OW ml Da (47) 
Or R 90" 
N22 au ,1 (22 Orn + io a, (48) 
Br R\6 88 6 08* 
yos; Sf aL (Dy Ow, LP), ao) 
Or R \60 a0’ 60 88* 60 08* 
m tee 4 43 Ot, ll O%w 
or R \420 89: 144 00* — 360 86 
1 ös 
十 让 50 
1008 op)" te 
等 等 。 设 
Dji(u,v) = {| Vu + Vedxdy, 
D 


2x 


D(u,v) 一 A. Lj” | > neosa(6 — O )uCR,6 )s(R,9)46'40, 


v *-1 


22 


D*(u,») = 2 1j" | > n cos 1(6—09' uC RO )u(R ,8)d0'd8, 


Bn ,0) -| > (一 Die 2 E PEN 8 Ls ~ (R048, 


i) = f. gods, 
于 是 边 值 问题 (43) 等 价 于 变 分 问题 
a€ H'CQ,), 使 得 (51 
Dj(s,v) t D(u,v) == fCo, Vv € H'(9,), ) 


“477 + 


而 相应 的 以 近似 积分 边界 条 件 C45) 或 近似 微分 边界 条 件 (46) 代 奉 
边界 条 件 (44) 的 边 值 问题 则 等 价 于 变 分 问题 
la u" € HY O;), 9 (52) 
Di(u*,v) + D'(u*,v) = f(v), Yve H'(Q;) 
或 
p ane FCQ;)NHN(Tr)， 使 得 
DÈS v) + ANC o) — fC), Yv E HLONDA ATR). 
(53) 
命题 6.7 若 ay 9 0, Wl Due) MN 为 正 奇数 时 为 半 正 
定 对 称 双 线性 型 ,而 当 为 正规 数 时 却 不 是 半 正 定 的 ， 
证 。 若 入 为 正 奇 数 ,因为 多 项 式 


N 
Pie) — r = 29 (—1)*a,x* — x 
r=1 


至 多 有 NN 十 1 个 不 同 的 非 负 实 根 , 且 已 知 x = 0,1,.…*,NN 均 为 其 
R, UAK (Ies 之 0, 故 有 Pwe) >N>O He on 
x. TR | 

D ( cos #9, cos nO) = DN sin #6, «in n9) 


N 
— Y! (H1) apts 2: 0,5 m 0,1, 
ka] 


从 而 
D'(vy,v) 20, We € H'(9;), 

# N 为 正 偶数 , 则 (—1) ay « 0, it ty 为 Puy) 的 最 
ARB. x > ey 有 Paw) <0, Ait D"(u,v) 不 是 半 正 
定 的， 证 毕 ， 

推论 ， 关 联 于 边界 条 件 (47) 及 (49) 的 对 称 双 线 性 型 D'Qu. v) 
及 DQu,v) 是 半 正 定 的 ,而 关联 于 边界 条 件 (48) 及 (C50) 的 对 称 双 
线性 型 D'Qu v) E D'Qu,v) 不 是 半 正 定 的 ， 

a 


P EM gpa 1Sa St CR, ,8), (54) 
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其 中 Brk = 0,1,-°°*,N— l, 为 方程 给 
5 (— 8, um ——5,9 = |2,- N 
k=O 
HOWE Bh | x(R,9)48 一 0, 因为 原 边 值 问题 (42? 的 解 是 


在 可 差 一 常数 的 意义 下 唯一 ， 故 可 附加 这 一 条 件 , 当 wCR,0) 的 
Fourier 级 数 仅 含 前 六 项 时 (54) 也 等 价 于 (45) 《547) 型 的 近似 微 


分 边界 条 件 的 前 几 个 是 
Ou 1 
N =], < 一 一 二 55 
or E 077) 
Ou — 1 2 1 ox) ; 
a DM eee dm dcm 56 
ar «| 34 $3 aes” (56) 
On 1 3 5 O'u 1 dg 
N 一 3. wifi PE E a 57 
Br R a a DOr 
Waad Sui (typ HOw, 10s 
ar R 7 90 ag? 36 ast 
1 zm) 
he, iod 8 
T 1260 aet/’ — 
等 等 。 设 


2x N-1 i 
D'(u,v) ES | > (--1)*8, 2% (R8) un ( R,8)40, 
9 =p 


gar 
利用 同样 的 方法 可 证 明 
命题 5.8 X pw 之 0， 则 Daye) MANE RSH BYE 
正定 对 称 双 线性 型 ,而 当 N 为 正 青 数 时 却 不 是 半 正 定 的 。 
推论 。 关 联 于 边界 条 件 (56) 及 (58) 的 对 称 双 线性 型 Duo) 
及 Dus) 是 半 正 定 的 ,而 关联 于 边界 条 件 (57) 的 对 称 双 线性 型 
D(u,v) 不 是 闭 正 定 的 ， 
容易 看 出 ,关联 于 边界 条 件 (55) 的 对 称 双 线 性 型 DG v) 是 
MIE SAY: 
Drug P [4(R,8)]*48 > 0, 
因此 ,为 了 保持 双 线 性 型 的 半 正 定 对 称 性 ,可 以 这 样 使 用 这 似 
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微分 边界 条 件 , 即 对 N 一 1， 使 用 (47) 或 (55)， 对 N 一 2?， 使 用 
(56), 对 N = 3, 使 用 C49), 对 N — 4, 使 用 (58), 等 等 。 


$62 误差 估计 


BREATUA D. 上 带 叉 阶 近 似 积分 边界 条 件 (45) 的 如 下 
边 值 癌 题 
— Anu =— 0: Q; A, 


wrcc a. rE, 
8n á (59) 


x 
oe 一 一 -— 2; noosnO KuCR,G), Tr 上 


及 其 等 价 变 分 问题 (52)。 今 证 明 其 解 的 存在 唯一 性 ， 并 给 出 此 解 
作为 边 值 问题 (43) 或 相应 变 分 问题 (51) 的 鲜 的 所 过 的 涡 差 佑 计 . 
引 理 6.8 D(u, v.) 及 D'Qu m) 均 为 HIR) EEEE 


bd 
dn = 26 ae go, T Bes 
5 


ae 5 | aits By -— ba 


则 有 


© š 4 
DG, e) = 22 D) Inda f, < (2x D In| fay!) 


& 
z 


x(22 > DIA) 


i - $ 
a (2a 2; (1 E IM 
í " i 
x [?«R 2i C1 + 83) ru 


1 T PA 
mm juo'l 3 ,ral voll ,rgs 
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N N t 
D'(u, 0) = 2a S2 nta, b, < (2x > Ini tani?) 
esM -N = 


x(2z > |n! 12) 

<1 [2xR 3 + ts 
R -N , A 
xpo 十 ster] 


<2 和 wo 外 oo 和 res 


以 及 
Duy, to) 一 lx b» ET le, l* = 0, 
DNC upt) = 2a > In| la, |? 20, 
iE He, 


容易 看 出 ,上 述 在 Ho 上 的 连续 福 可 进一步 加 强 为 在 商 
空间 HÊ RP, LEDERE, kbh 


Denm) = 2 5) Inl |a, 1* DE | o, |? 


| PAPEL A 


BD Custo) 在 HITR) P, ES V-REBIRS. 

定理 6.19” 变 分 问题 (51) 及 (52) 在 高 空间 HOP, HI 
存在 唯一 解 。 

正 ， 因 为 8 满足 相 容 性 条 件 , 政 可 在 商 空间 HCP, 中 考 
察 变 分 见 题 (51) 及 (52)。 由 Duv) 让 H'CO;)/ P, 中 的 对 称 连 
线 T- 狂 加 性 ,以 及 引 理 6.8, 并 利用 迹 定 理 ， 可 得 Dev) 
D(u,v) 及 Dav) + Duo) 均 为 中 (9)7P 上 的 对 称 尝 续 
V~ Hie, Eih 0) 为 HICQ1)/P。 上 连续 线性 泛 函 ， 
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于 是 根据 Lax-Milgram 定理 ， 变 分 辣 题 (51) 及 (52) 在 商 空 间 
H'CO,)/P, 中 均 存 在 唯一 解 。 证 毕 . 

仍 设 # 及 u" 分 别 为 变 分 
问题 451) 及 (52) 的 解 。 为 了 得 
到 ww 一 a* 在 能 量 补 下 的 估计 ， 
WERFEN, 

ke 为 包 赎 了 工 的 最 小 贺 周 
T, BPE. CAA 6.7) T. X 
T。 均 以 坐标 原点 0 20 Bs. 

引 理 8.9 #R Sca,c> 
1, w€H'(0)) 为 9, 内 调和 


函数 , 则 有 


o— 1 


[Alw wl < HO Stan (60) 


X. Hek o 内 调和 函数 、 当 然 也 是 D. 与 T。 间 的 环 
IBA S DA AOE C, 令 
Sat car T et? + c + blar, 


其 中 b. b es Cog T Ess n 70,1, "*。 于 是 由 


| lig, > "a x + de^ na 


* 


> 4x » fuss + eel dr 


= r 
nag 
` 1 

DAE 之 id e n EST |? 
sp Ü 
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+ ( Ra»! T20 gis!) | 人 | l, 
及 
D(w,w)- js Yell; m c c, piel 


& 4x Si + le, L2 


LL T] 
安 4x 21i zA (a 2i - dz) n 
* LE g? CR" x a" hes, 
可 得 
Dw, w) < — E olo 1 ulta, 
B 
(Ds. w))* < Ton i lw y oj. 
iE NE, 
又 由 于 DG 0) 的 [8tCTa)AP,1- 椭 圆 性 
wlidepre, @V 2 RD , w), 
可 进一步 得 到 


VR lwh o (61) 


Well ater poe. < V 8 Ta 


516.10 ik Raa, a> s 
|" told xdy < agg jenes ) + MORY [Jive Haas 


Wwe H'(Q;), (62) 


其 中 M = Mo) 为 常数 。 
证 。 只 须 对 所 有 连续 可 微 函 数 证 明 即 可 ， 通 过 零 延 拓 可 将 如 
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看 作 正 方形 [一 R, R] 上 的 函数 。 因 为 Roa, o> 1, KO, 
内 任意 二 点 能 被 OQ; 中 至 多 由 
2M 段 平 行 于 坐标 轴 的 线段 组 
成 的 折线 相连 ,其 由 M — Mi) 

| WMA 6.85, TÆ 


wl Eu ny) E wt{ Ess m) 


-| i Be Ennan 
€" 


ft 


«| "Os CE qd n 


EM 
H 6.8 ,| BE = (E,muME i 
PRP ATS 


CT TET DA + a Es 2w(t m 
< 2M e SEDE E- s P Cermat] Pom 


+ [. 2 = Be 2* (soo0d |} 
<2U.2R1 lo. COLE IM 22 eam] a 


ert P res mud} ash. 


逐次 对 Ens Tos io m3 ^ ^ * s 和 Au bh ~R AUR ED A 


(2RYy* 2 jj 一 2(2gyer» (j sinis) 
« i egyeen ive land, 


BN 
(pones < GR a» ul wdxdy) + MORY T Law Pasay. 
Ei Dii A oy 

证 毕 ， 
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现在 可 得 本 节 主 要 结果 ， 
定理 6.29 Hee HO) NHE IT), k >L, R Ioa, 07m 
为 常数 , 则 
lu uve, SC ES (SY dare C63) 
其 中 为 与 sy 
iE. dx 
lwin = [Dkw w) + D" w, w)15. 

由 引 理 6.10 有 


] uix. = inf le — c| Pop 


a int rus i = oardy| 


+ (2MRY (flvw axay } 
" 
= (2M Ry|wltg;, Vw € H'CQ;). 
于 是 
sell tco;yp, S C1 + 4M?R?) |e lio; 


< P + 4M? jelei, Vw € H'(0,), 
a 


i BB 
æla S CRI |oN, Vw € HC), 


Ca — (4, 十 4M? i 
FAY w 是 9 内 调和 函数 , 故 可 令 


u(r,0) = 5 g,r Tle", qud, n7 0,1,2, 


其 中 


此 外 , 设 
u” -— H)rg mt 2259, b_n be. n m 0,1,2,- oe, 


, © 485 + 


H1) (52) uy f 
Du — u" iv) + Ôu, o) — D'(uN v) = 0, Nv€ HQ). 
R o =u au, A 
ju — u” $N — D Cu — uF,u — u”) + DX Cu — u" ue — u") 
— D'(u,u — uY) — D(u,u — u”) 


=i \" | 5 ncos n(0 — 9 uC R , )[ &" ( R,9) 


7 ant i 


— u( R,6)]40' 46 


= 2x >, la| Rab, 


imi PNG 1 


< (2x > In| R*™ la, Y 
I" ame + 


X[D(u" — u,u* — u)]f, 
因为 u 一 % 为 O, 内 调和 函数 ,利用 引 理 6.9 则 有 


P + 
: : 2 
ie — alise (o. ») inl 
一 ] \ I#'2N+ 1 


X iu" 一 AT 


4 
2r > tLe) 


ie! aN +E 
X ju” — wll pr, 
因此 
la Sr "M rop S CoRilz -H "py 


Jia la 
& C,R Va? — 1 2a Ži |n | la) 


In RA] 


TEE ! Ni 
<e NO z) 
x (22a > J laf n 


a? 1 
inm weit] m / 


p - (2) tat hrer 


ta RA 


ls — woo, < C cic; (E) "lates 


其 中 
c - [grae T ~ cuu) 
为 与 N 及 R 无 关 的 常数 。 证 毕 . 
定理 6.20 揭示 了 用 近似 积分 边界 条 件 取 代入 工 边 界 上 的 准 
确 边界 条 件 时 解 的 误差 与 近似 边 田 条 件 的 阶 NN 及 人 工 边 寞 的 半径 
RR 之 间 的 关系 、 由 信 计 式 (63) 可 见 , 只 要 R > a， 此 误差 便 将 随 


BNA ATARI, A 越 大 ,这 一 碱 小 也 越 快 ， 


事实 上 ， 近 似 积分 边界 条 件 (45) 早 已 被 隐 含 地 用 于 自然 边界 
元 与 有 限 元 而 合法 的 计算 中 ， 因 为 在 用 积分 核 级 数 展开 法 计算 自 
然 边界 元 刚度 抑 阵 系数 时 ， 总 是 只 能 计算 级 数 的 有 限 项 之 和 ， 在 
WN HR AAR, 例如 N 一 100 或 200, 以 便 使 由 于 这 一 近 
似 产 生 的 误差 小 到 可 以 忽略 不 计 的 程度 。 当 然 , 有 了 定理 6.20 i 


可 根据 R 来 选择 N， 这 就 是 说 , 若 尺 很 接近 于 a， 则 N 确 应 取 


较 大 数 ; 若 Ro 一 2a， 则 不 必 取 太 大 的 对 便 可 使 误差 很 小 ; 若 尺 远 
大 于 8。， 则 共 要 取 较 小 的 六 便 可 使 误差 极 小 。 数 值 计 算 实 践 也 证 
实 了 上 述 结论 ， 

必须 指出 的 是 ,由 于 当 «(R,6) 的 Fourier 级 数 展开 包含 相 
应 于 lal >N 的 某 些 高 频 项 时 ， 近 似 积 分 边界 条 件 (45) 与 近似 
微分 边界 条 件 (46) 或 (54) 并 不 等 价 ,改定 理 6.20 仅 是 关于 边界 条 
件 (45) 的 解 wW， 而 不 是 关于 边界 条 件 (46) 或 (54) 的 解 E" 或 a", 
作为 原 问 题 的 解 * 的 近似 的 误差 估计 ， 而 一 旦 近似 积分 边界 条 件 
《45) 与 近似 微分 达 界 条 件 \46) 或 (54) 等 价 ， 则 它们 均等 价 于 准确 
边界 条 件 (44), 此 时 也 就 有 “=u, BIR HST. 

至 此 本 节 已 介绍 了 无 界 区 域 上 调和 方程 边 值 问题 的 无 穷 远 边 
界 条 和 任 的 近似 方法 ， 这 一 方法 同样 可 应 用 于 无 界 区 域 上 的 重 证 和 
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TB SF MEAT Stokes TLE CAN T1221), Eh, X 
于 Helmholtz ARWA Die A KEE, EN Sommerteld 辐射 人 条件 
的 近似 方法 则 可 见 [73]， 
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